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Предложен вероятностный подход к анализу процессов накопления повреждений. Рассмотрены методы 
построения вероятностных моделей прочности материалов деталей. Приведены вероятностные модели  
поврежденности и разрушения деталей. Исследованы вероятностные линейные и нелинейные модели 
суммирования независимых и зависимых случайных поврежденностей, их последовательностей и процессов. 
Рассмотрены методы расчета вероятностных характеристик прочностной надежности коэффициентов  
запаса прочности, выработки ресурса и эквивалентной наработки и их связь с накопленной поврежденностью. 
вероятностные модели поврежденности, выносливость, длительная прочность, методы накопления 
поврежденностей, многокомпонентное нагружение, сложное напряженное состояние, характеристики 
прочностной надежности 
 
Постановка проблемы 
Традиционные методы расчета на прочность и 
долговечность деталей и узлов газотурбинных 
двигателей (ГТД) включают расчеты при однок-
ратном статическом нагружении, много- и мало-
цикловом усталостном нагружении, а также  
оценку долговечности (живучести) деталей при 
наличии в них трещин. Они основаны, с одной 
стороны, на оценке действующих на деталь  
напряжений и температур, с другой, на способ-
ности их материалов сопротивляться данному 
виду нагрузок.  
В расчетах на прочность необходимо учитывать:  
− конструкционные, технологические и эксплу-
атационные факторы.  
− сложный (многоосный) нестационарный, мно-
гокомпонентный случайный характер нагружения;  
− явление пластичности и ползучести; 
− зависимость от предыстории нагружения; 
− наличие концентраторов; 
− действие высоких температур; 
− механические свойства применяемых мате-
риалов; 
− режимы и виды их термообработки и  
упрочнения. 
Сложный характер взаимодействия конструк-
тивных элементов с окружающей средой, между 
собой, случайная природа прочности материалов 
и условий эксплуатации двигателей, неточность 
сведений о характере теплонапряженного состо-
яния и условиях разрушения деталей требуют в 
расчетах на прочность применения вероят-
ностных методов анализа и использования пока-
зателей теории надежности. 
Расчет характеристик поврежденности и на-
дежности конструктивных элементов (КЭ) и  
узлов воздушных судов (ГТД) в настоящее время 
основан на статических моделях, которые не 
учитывают изменения напряженно-деформи-
рованного состояния и пределов прочности  
материала деталей во времени.  
Введение фактора времени возможно на ос-
нове кинетических представлений о процессе на-
копления в материале детали необратимых пов-
реждений механического, физического и хими-
ческого происхождения.  
Многообразие явлений, которые можно  
отнести к процессам поврежденности (усталость, 
растрескивание, накопление пластических дефо-
рмаций, изнашивание, коррозия и др.), простота 
ISSN 1813-1166. Вісник НАУ. 2010. №1 
 
6 
математических моделей поврежденности и  
разрушения, которые связывают процессы на-
копления повреждений с действующими нагруз-
ками, характеристиками прочности материала и 
условиями эксплуатации, позволяют использо-
вать их для проведения прочностных расчетов с 
единых вероятностных позиций, отражающих 
изменения несущей способности КЭ во времени 
и в вероятностном пространстве. 
Анализ методов оценки поврежденности и 
мониторинга ресурса с целью использования их 
в вероятностных расчетах позволяет выделить 
четыре основных направления исследования:  
− разработка вероятностных моделей харак-
теристик прочности материалов, которые бы  
отражали случайную природу прочности и были 
удобны для проведения расчетов; 
− создание методов вероятностной оценки пов-
режденности за один элементарный (или полетный) 
цикл нагружения детали, которые служат для опре-
деления вероятностных характеристик средней ли-
нейной скорости накопления повреждения; 
− разработка методов вероятностного сумми-
рования повреждений за несколько (расчетное 
множество) полетных циклов; 
− разработка методики оценки ресурса и дру-
гих показателей работоспособности КЭ воздуш-
ных судов (ГТД) по известным вероятностным 
характеристикам накопленной поврежденности.  
Такое деление задач исследования обусловле-
но, во-первых, необходимостью применения 
специальных математических методов для ана-
лиза соответствующих моделей, во-вторых, воз-
можностью исследования различных по характе-
ру процессов поврежденности и разрушения ма-
териалов деталей с единых позиций и примене-
ния их для анализа характеристик прочности и 
надежности как на этапах проектирования и до-
водки, так и на стадии эксплуатации. 
Вероятностный подход к исследованию 
процессов накопления повреждений 
Растущие требования к повышению прочнос-
ти и росту долговечности деталей авиационных 
двигателей приводят к необходимости совер-
шенствования методов расчета на прочность и 
надежность как на стадии проектирования, так и 
в процессе эксплуатации [1−9].  
Для решения этих вопросов особое внимание 
уделяется разработке вероятностных подходов. 
Это связано, в первую очередь, со статистичес-
кой природой прочности материалов.  
Явления поврежденности и разрушения обна-
руживают четкую вероятностную природу, на-
чиная с атомно-молекулярного уровня и кончая 
уровнем конструкционной прочности. На проч-
ностные свойства деталей оказывает влияние 
комплекс внутренних факторов, определяющих 
течение дислокационных, диффузионных и кор-
розионных процессов, перераспределение леги-
рующих элементов, структурные превращения, 
старение и охрупчивание, упрочнение и разуп-
рочнение материалов.  
К факторам, влияющим на разброс проч-
ностных свойств, можно также отнести механи-
ческие дефекты материала, в частности, инород-
ные включения, пустоты, микротрещины, кон-
центраторы напряжений, несовершенство или 
неустойчивость технологического процесса.  
Прочностные свойства конструкционных ма-
териалов неодинаковы для различных плавок и 
тем более для продукции различных заводов.  
Так, циклическая долговечность при испыта-
ниях на выносливость в одних и тех же условиях 
может изменяться на порядок и более. Эти фак-
торы приводят к значительному статистическому 
разбросу характеристик прочности материалов 
деталей. 
Воздушные суда летают на трассах различно-
го профиля, в разных климатических условиях. 
При этом характеристики нагруженности конс-
труктивных элементов, являющиеся функцией 
режимов работы, существенно зависят от внеш-
них условий и интенсивности процессов эксплу-
атации.  
Тепловое, силовое и химическое воздействия 
на конструктивные элементы носят также явно 
выраженный случайный характер, для определе-
ния влияния которого на характеристики надеж-
ности целесообразно проведение вероятностных 
расчетов. 
Применение вероятностных методов для ана-
лиза характеристик поврежденности и надежнос-
ти обусловлено тем, что проблема получения до-
стоверных данных о нагруженности конструкти-
вных элементов ГТД в процессе эксплуатации 
практически не может быть полностью ре-
шенной.  
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Сложный многоосный, многокомпонентный 
нестационарный спектр нагружения деталей, 
многократное чередование различных режимов 
работы двигателя не позволяют точно идентифи-
цировать нагруженное состояние КЭ ГТД.  
Кроме того, данные о нагруженности во вре-
мя полета невозможно получить прямыми изме-
рениями, а только через косвенные параметры, 
где наблюдается потеря точности в оценке ха-
рактеристик нагруженности, особенно на пере-
ходных режимах. 
Из-за несоответствия идеализированных схем, 
моделей и методов расчета реальным процессам 
нагружения, накопления повреждений и разру-
шения в оценках этих величин содержатся сис-
тематические ошибки. Поэтому получить наибо-
лее достоверные оценки параметров нагружен-
ности и оценить их точность можно только на 
основе вероятностно-статистических методов 
анализа.  
Вероятностно-статистический подход к оцен-
ке характеристик прочности и надежности при-
водит к единому вероятностному критерию.  
В качестве нормативных характеристик испо-
льзуют возможные отклонения действующих те-
мператур и напряжений, разброс характеристик 
материала.  
Это, в свою очередь, создает условия для про-
ведения анализа влияния различных факторов на 
выходные характеристики и возможность назна-
чать более высокие вероятности неразрушения 
для более ответственных деталей. 
На стадии проектирования расчет характерис-
тик основан на статистических данных о прочно-
сти материалов, возмущающих внешних воздей-
ствиях и условиях эксплуатации деталей и узлов, 
аналогичных проектируемым.  
Расчет дает возможность подобрать материа-
лы, размеры и конструкционные формы деталей, 
технологические процессы для их обработки, ко-
торые бы обеспечили назначенные показатели 
надежности.  
Большую роль при этом играют ограничения 
на стоимость материалов и комплектующих из-
делий, их вес, требования к безотказности и дру-
гие технико-экономические показатели. 
В отличие от этапа проектирования, где ис-
пользуются данные о генеральной совокупности 
несозданных деталей и узлов, на стадии эксплуа-
тации оценка характеристик надежности выпол-
няется для конкретных работающих изделий.  
Из-за естественного разброса свойств деталей, 
различных условий эксплуатации, предыстории 
нагружения индивидуальные показатели надеж-
ности лежат в широких пределах. Их оценка поз-
воляет предупредить возможные отказы или не-
предвиденные достижения предельных состоя-
ний, а также более правильно планировать ре-
жимы эксплуатации двигателей, профилактичес-
кие мероприятия и снабжение запасными частями.  
Переход к обслуживанию с учетом индивиду-
альных характеристик надежности ведет к уве-
личению срока службы деталей ГТД, поскольку 
уменьшает долю двигателей, преждевременно 
снимаемых для ремонта, обеспечивает более вы-
сокую безотказность остальных двигателей, что 
позволяет эксплуатировать их по техническому 
состоянию и повышает безопасность полетов. 
Прогнозирование прочностных свойств дета-
лей ГТД на этапе проектирования, оценка харак-
теристик прочностной надежности на стадии эк-
сплуатации связаны, главным образом, с иссле-
дованием процесса накопления необратимых по-
вреждений. К этим процессам можно отнести 
усталость, растрескивание, накопление пласти-
ческих деформаций, изнашивание, коррозию, 
эрозию и др. 
Для описания процессов повреждения и раз-
рушения материалов деталей под действием  
нагрузок используют структурные и полуэмпи-
рические модели накопления повреждений.  
Структурные модели основаны на математи-
ческом описании физики процесса накопления 
повреждений на одном или нескольких уровнях 
структуры. При этом развитие процессов повре-
жденности зависит от многих внутренних и  
внешних причин, а их масштаб может меняться в 
широком диапазоне − от уровня кристалличес-
кой решетки до макродефектов. 
Полуэмпирические модели не включают  
явного описания механизма повреждений, одна-
ко они являются более простыми с математичес-
кой точки зрения и на макроуровне достаточно 
полно отражают основные закономерности про-
цессов повреждения, так как базируются на  
эмпирических данных о прочностных свойствах 
материала деталей, полученных в условиях  
нагружения, близких к реальным условиям экс-
плуатации.  
Полуэмпирические модели могут служить в 
качестве моделей макроуровня, в которых вмес-
то структурных параметров, отражающих реаль-
ные физические процессы используются  
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поврежденности, соответствующие относитель-
ной наработке деталей, а за критерий разруше-
ния принимается мгновенное превышение нако-
пленной поврежденностью предельно допусти-
мого уровня. Несмотря на большие различия в 
физической природе процессов поврежденности, 
для их описания можно использовать одни и те 
же математические модели.  
Важным преимуществом полуэмпирических 
моделей является то, что их можно применять 
для непосредственного нахождения характерис-
тик прочностной надежности по информации о 
теплонапряженном состоянии деталей, регистри-
руемой в процессе эксплуатации. 
В вероятностных расчетах на прочность дета-
лей ГТД наибольшее внимание уделяется трем 
видам отказов: статическому или повторно-
статическому, малоцикловому и многоциклово-
му усталостному разрушению.  
За критерий разрушения принимают мгновен-
ное превышение действующими напряжениями 
допустимого предела прочности или рассматри-
вают постепенное накопление повреждений под 
действием многократно прилагаемых нагрузок 
до предельного уровня. 
При вероятностных расчетах на статическую 
прочность обычно нагрузка σ и прочность σп не-
зависимые случайные величины.  
Вероятность безотказной работы определяет-
ся из условия σ<σп (или σ-σп<0) с помощью опе-
рации свертки этих случайных величин с после-
дующим интегрированием: 
( ) ( )
р
p нр Пр
-
1 d d
U
P P f U f U
∞ ∞
∞
= − = + σ σ σ∫ ∫ , 
где σf (⋅), Пpf (⋅) − плотности распределения дей-
ствующих и предельных напряжений;  
Pp, Pнр − соответственно вероятность разру-
шения и неразрушения. 
Случайные величины σ и σп считают незави-
симыми от времени (наработки), полагая при 
этом, что если получена достаточно высокая ве-
роятность неразрушения, то это гарантия работо-
способности в течение всего рабочего ресурса 
детали. 
В вероятностных расчетах на многоцикловую 
усталость можно воспользоваться скорректиро-
ванной гипотезой линейного суммирования пов-
реждений в виде 
∫
σ
σ
σ
=
σ
σσmax
min
p
c
)(
d)(
a
N
fN
, 
с помощью которой среднее время до разруше-
ния (средний ресурс) детали определяется по фо-
рмуле 
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p N
f
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t c , 
где Nc − число циклов до разрушения детали;  
ω − среднее число циклов в единицу наработки;  
ар − величина, зависящая от материала детали 
и наработки;  
σmin, σmax − минимальные и максимальные напря-
жения, участвующие в накоплении повреждений; 
σf (⋅) − плотность распределения действую-
щих напряжений;  
N(σ) − предельное число циклов работы дета-
ли при напряжении σ. 
Величину ap при непрерывном спектре на-
гружения определяют по формуле 
( ) ∫
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σσσ−σσσ
=
max
1
max
1
max
1
d)(
d)(d)(
1max
1
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fkf
a ,  
где σ
-1 − предел выносливости;  
k − коэффициент (0,4−0,7). 
Вероятность разрушения для случая плоского 
напряженного состояния с компонентами σ и τ, 
изменяющимися по асимметричному циклу, и 
кривыми усталости с горизонтальными участка-
ми можно определить с использованием услов-
ных вероятностных характеристик коэффициен-
тов запаса прочности. В этом случае квантили 
нормального распределения Up, соответствую-
щие заданной вероятности разрушения (нераз-
рушения)  
Pp=1-Pнр=Ф-1(Up)100%  
находят по формуле 
эк эк
2 2
р 2 2
1 2 22 2
1 11
,
1 1
1 1
a a
D
k k
U
V V
V
k kk k
k k
σ τ
σ τ
σ−
σ τσ τ
τ σ
− +
=
+ +
   
+ +   
   
 
где  
эк эк
1 эк
1 эк
эк
;
;
a a
D a
D a
a
k /
k /
V S /
σ −
τ −
σ σ
= σ σ
= τ τ
= σ
 
ISSN 1813-1166. Вісник НАУ. 2010. №1 
 
9 
эк эк
эк
эк
эк
эк
эк
2 2 2 2
2 2 2 2
;
a a
a a m
a a D m
a
a a D m
a a D m
D
V S /
;
;
S S S ;
S S S ,
τ τ
σ
τ
σ σ σ σ
τ τ τ τ
= τ
σ = σ + ψ σ
τ = τ + ψ τ
= + ψ
= + ψ
 
aa
V,V,, aa τστσ  − средние значения и коэффи-
циенты вариации амплитуд напряжений;  
D
V
1−σ
 − коэффициент вариации пределов вы-
носливости материала детали; 
a a
2 2
,S Sσ τ  − дисперсии амплитуд действующих 
напряжений;  
Dσ
ψ , 
Dτ
ψ  − детерминированные коэффициенты, 
учитывающие влияние асимметрии цикла при дейст-
вии нормальных и касательных напряжений;  
mm
V,V,, mm τστσ  − средние значения и коэф-
фициенты вариации средних напряжений циклов;  
22
mm
S,S τσ  − дисперсии средних напряжений. 
Аналогичные подходы к оценке вероятностных 
характеристик ресурса рассмотрены в работах [3−5]. 
В других вариантах вероятностных расчетов 
на усталостную прочность используются статис-
тические теории, основанные на гипотезе «сла-
бого звена» (теории Вейбулла, Серенсе- 
на−Когаева), которые предполагают, что источ-
ником разрушения является наиболее опасный 
дефект, имеющийся в детали, а свойства матери-
ала описаны кривой распределения критических 
напряжений. При этом считается, что характери-
стики дефектов не меняются в процессе нагру-
жения. Эти теории противоречат эксперимента-
льным данным по эффекту масштаба, а также не 
описывают исходного рассеивания результатов 
испытаний на усталость. 
В рассмотренных вероятностных расчетах на 
прочность не учитывают предысторию нагруже-
ния и влияние температур и других случайных 
факторов на вероятностные характеристики раз-
рушения деталей. 
Для количественной оценки надежности ис-
пользуют методы, основанные на статистичес-
ком анализе отказов [10−12]. Обработка инфор-
мации при этом включает в себя накопление 
данных об отказах изделия во время эксплуата-
ции, при испытаниях, в процессе ремонта или 
хранения и получения статистических оценок ре-
зультатов наблюдений.  
В соответствии с этими методами для экспе-
риментальной оценки показателей надежности 
(безотказности, долговечности, ремонтопригод-
ности и сохраняемости) с удовлетворительной 
степенью достоверности необходимо иметь дос-
таточно большой статистический материал. Для 
сбора этого материала нужны длительные испы-
тания изделий, что требует больших затрат вре-
мени и средств. С физической точки зрения ста-
тистические модели надежности описывают только 
закономерности появления отказов и не затрагивают 
процессов их возникновения и развития. 
В последнее время интенсивно развиваются 
методы оценки надежности, основанные на изу-
чении и моделировании физических процессов, 
обусловливающих отказы, где основную роль 
играют функциональные или физические зави-
симости, которые устанавливают связь выход-
ных характеристик, определяющих работоспо-
собность систем двигателя с параметрами, ха-
рактеризующими действующие нагрузки, проч-
ностные свойства материала и наработку [13].  
В зависимости от абстрактности моделей по 
отношению к физическим процессам можно вы-
делить функционально-статистические и физи-
ческие модели отказов (модели надежности).  
В функционально-статистических моделях 
определяющие параметры нагруженности и проч-
ности являются случайными величинами, а мо-
дели отказов представляются в виде квазидетер-
минированных зависимостей от этих параметров 
и времени.  
Физические модели устанавливают причин-
ную связь между конструктивно-техноло-
гическими параметрами систем и параметрами 
физико-химических процессов, происходящих в 
материале деталей и узлов ГТД в процессе эксп-
луатации. Эти модели являются еще более инфор-
мативными, чем функционально-статистические.  
Основной недостаток этих моделей заклю-
чается в том, что каждая модель характеризуется 
конкретной индивидуальностью и достаточно 
сложна в построении и использовании. Важным 
условием использования рассмотренных моделей 
является их обобщение и типизация, применение 
единых физических параметров: энергии, энтро-
пии, ресурса или поврежденности. Наиболее 
обобщающим параметром служит поврежден-
ность, которая может опираться на энергетичес-
кие (накопление энергии кристаллической ре-
шеткой) или энтропийные (мера неопреде- 
ленности) представления поврежденности. 
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Целью исследования является построение и 
вероятностный анализ моделей надежности 
конструктивных элементов, в которые входят 
модели материала, формы детали, нагружения и 
разрушения. В результате расчетов определяют-
ся показатели безотказности, долговечности, ве-
роятностные характеристики запасов прочности 
и другие показатели, отражающие способность де-
тали сохранять работоспособность в течение длите-
льного периода эксплуатации и характеризующие 
постепенное накопление в материале деталей необ-
ратимых изменений, связанных, в основном, с  
прочностными или износовыми отказами.  
По аналогии с авторами работы [14] будем 
называть их показателями прочностной надеж-
ности или вероятностными характеристиками 
работоспособности КЭ ГТД. К этим показателям 
относятся: 
− вероятность безотказной работы; 
− вероятность прочностного отказа; 
− гамма-процентный, средний и наиболее ве-
роятный ресурсы детали; 
− вероятностные характеристики эквивалент-
ной наработки; 
− коэффициенты выработки и остатка ресурса; 
− вероятностные характеристики коэффицие-
нтов запаса прочности и долговечности. 
Основные вероятностные характеристики пока-
зателей прочностной надежности КЭ ГТД, которые 
можно получить на основе анализа процессов на-
копления повреждений, показаны на рис. 1. 
Как свидетельствует обработка и анализ дан-
ных о дефектах и неисправностях досрочно сня-
тых двигателей, отказы основных конструктив-
ных элементов (рабочих лопаток и дисков комп-
рессоров и турбин, камер сгорания, лопаток на-
правляющего и соплового аппаратов) носят пос-
тепенный износовый характер, обусловленный 
процессами старения. Для количественного опи-
сания этих изменений в материале деталей, выз-
ванных действием напряжений и температур, в 
физической теории отказов используют понятие 
поврежденности, которое характеризует откло-
нение контролируемых свойств материалов КЭ 
от исходных.  
В прочностных расчетах для решения задач  
оценки долговечности в условиях нестационарного 
нагружения широко распространены критерии пов-
режденности в виде отношения текущего значения 
контролируемого параметра к его предельному зна-
чению при отказе. Математическим отражением 
этих процессов служат кумулятивные модели отка-
зов, основанные на гипотезе линейного или нели-
нейного суммирования повреждений[4; 15−20]. 
 
  
ПОКАЗАТЕЛИ БЕЗОТКАЗНОСТИ 
 
Вероятность прочностного отказа 
(вероятность разрушения) 
0( )np nP FΠ= Π = Π . 
Вероятность безотказной работы по прочностным 
критериям 
(вероятность неразрушения) 
01 ( )р n’ nP FΠ= − Π = Π  
где П0 - предельная поврежденность 
 
1 
группа 
 
ПОКАЗАТЕЛИ ДОЛГОВЕЧНОСТИ 
 
Число циклов (время) до разрушения 
(гамма- процентный ресурс) 
( , ), ( ), ( )
100 n n n n
P F n f n nγ γ= = Π λ  
( , ), ( ), ( )
100 t n t t
P F t f t tγ γ= = Π λ  
Медианное число циклов (время) до разрушения 
м( ) 0 5 ( ) 0 5n tF n , ; F t ,α = =  
Квантильные оценки nα, tα 
2 
группа 
 
НАКОПЛЕННАЯ  
ПОВРЕЖДЕННОСТЬ 
2( ), ( ), ,Π ΠΠ Πn nn n n nF f m S  
 
КОЭФФИЦИЕНТЫ ЗАПАСА 
 
 
2( ), ( ), ,k k k kF f m Sσ σ σ σ⋅ ⋅  
 
Коэффициенты запаса долговечности 
 
2( ), ( ), ,
τ τ τ τ
⋅ ⋅k k k kF f m S  
3 
группа 
 
ЭКВИВАЛЕНТНАЯ НАРАБОТКА 
 
2( ), ( ), ,
НЭ НЭ НЭ НЭ
F f m S⋅ ⋅  
 
Коэффициент выработки ресурса 
2
КВ КВ КВ КВ( ), ( ), ,F f m S⋅ ⋅  
Прогнозируемое число циклов до полной 
выработки ресурса 
Dn n
m ,m
σ
 
4 
группа 
Обозначения вероятностных 
характеристик 
F(ξ) – интегральный закон 
распределения 
f(ξ) – плотность 
распределения 
λ(ξ) – функция интенсивности  
m(ξ) – математическое 
ожидание 
S2ξ – дисперсия 
ξм – наиболее вероятное 
значение 
ξα – квантильные оценки 
 
Рис. 1. Показатели надежности КЭ ГТД, полученные в результате исследования
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Наибольшей универсальностью обладает ме-
тод линейного суммирования повреждений.  
Линейная гипотеза имеет определенное фун-
даментальное теоретическое обоснование, осно-
ванное на энергетических критериях поврежден-
ности, общих для целого ряда процессов исчер-
пания прочности. 
Она универсальна для термомеханического 
нагружения, что позволяет использовать ее для 
суммирования статических и циклических пов-
реждений во временной и деформационной трак-
товке.  
Нелинейные законы суммирования, облада-
ющие свойствами автомодельности, можно свес-
ти к линейным моделям.  
Линейные процессы удобно исследовать с ве-
роятностных позиций, поэтому этот принцип 
принят за основу при рассмотрении вероятност-
ных методов суммирования повреждений. 
Проведенный анализ показывает, что вероят-
ностно-временная оценка показателей работос-
пособности КЭ ГТД по прочностным критериям, 
связанных с процессами старения, учитывающая 
случайную природу прочности и нагруженности, 
основана на изучении вероятностных процессов 
поврежденности и разрушения конструктивных 
элементов.  
Основные задачи, требующие решения, сос-
тоят в определении вероятностных характерис-
тик теплосиловой нагруженности деталей ГТД в 
процессе эксплуатации и прочности их материа-
лов, вероятностной оценке поврежденности на 
стационарных и переходных режимах работы 
двигателя и в целом за полет в зависимости от 
вида предельного состояния и критериев разру-
шения, определения вероятностных характерис-
тик накопленной поврежденности за весь период 
подконтрольной эксплуатации и оценке на этой 
основе показателей прочностной надежности. 
Для описания характеристик прочности мате-
риала, в основном, используют детерминирован-
ные модели. Для вероятностных исследований 
необходимо получить вероятностные модели 
прочности, учитывающие стохастический харак-
тер свойств материала, решить задачи по темпе-
ратурно-временной аппроксимации эмпиричес-
ких данных по длительной, мало- и многоцикло-
вой прочности[21−23]. 
Работа авиационного двигателя характеризуе-
тся чередованием режимов с различными уров-
нями действующих на деталь напряжений и тем-
ператур, совместное влияние которых на  
снижение несущей способности можно оценить 
через накопленную поврежденность с помощью 
гипотез линейного или нелинейного суммирова-
ния повреждений. В рамках одного полета веро-
ятностная оценка поврежденности связана с 
двумя основными задачами:  
− расчетом поврежденности на стационарных 
и переходных элементарных режимах ; 
− суммированием элементарных поврежде-
ний.  
С математической точки зрения первая из них 
состоит в решении нелинейных стохастических 
уравнений, аргументами которых служат слу-
чайные величины либо случайные функции. 
Вторая может быть сведена к определению веро-
ятностных характеристик сумм последователь-
ностей зависимых случайных величин или инте-
грирования случайных функций. 
С процедурой вероятностного суммирования 
повреждений связана и проблема определения 
накопленной поврежденности за весь период  
подконтрольной эксплуатации. Современные ме-
тоды суммирования повреждений основаны на 
детерминированном подходе. Использование  
вероятностных методов ограничено суммирова-
нием повреждений как независимых случайных 
величин [4].  
Разработка методов вероятностного суммиро-
вания повреждений, представляющих собой  
зависимые случайные величины, последователь-
ности случайных величин с заданными корреля-
ционными функциями, марковские или случай-
ные процессы, является актуальной задачей  
[7; 8; 16; 18; 24].  
Для практической реализации разрабатывае-
мых методов оценки и прогнозирования работо-
способности КЭ ГТД по прочностным критериям 
на стадии проектирования и эксплуатации, их 
верификации, анализа эффективности и создания 
оптимальных вычислительных алгоритмов рас-
чета необходима разработка соответствующего 
алгоритмического и программного обеспечения 
и проведение численного эксперимента. 
Вероятностные модели прочности  
материалов деталей 
Для описания характеристик длительной про-
чности и других характеристик сопротивляемос-
ти длительному действию нагрузки предложено 
множество параметрических моделей, которые, в 
основном, базируются на гипотезах подобия  
геометрического или физического характера.  
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К широко применяемым моделям, отражающим 
физические закономерности процесса разрушения, 
относятся формулы С.Н. Жукова и И.И. Трунина 
[25], а к моделям, основанным на геометрическом 
подобии, принадлежат параметрические зависимости 
Ларсена−Миллера, Шерби−Дорна, Менсона−Сак-
копа, Менсона−Хаверда, Конрада, Корчинско-
го−Клаусса, Криша, модель Центрального котлотур-
бинного института, модель обобщенных диаграмм 
Ковпака и др. [26−28]. 
Для оценки параметров указанных моделей 
можно воспользоваться известными методами 
описания зависимостей: наименьших квадратов, 
максимума правдоподобия, корреляционно-
регрессионного анализа, минимизации функций 
многих переменных, методом группового учета 
аргументов [23; 29−31]. 
Рассмотренные модели и методы аппрокси-
мации семейств кривых прочности материала 
предназначены для описания характеристик про-
чности в детерминированной постановке. Для 
представления их в вероятностной форме разра-
ботаны специальные модели, суть которых за-
ключается во введении в уравнения семейства 
кривых прочности параметра a, являющегося 
случайной величиной, распределенной по одно-
му из известных законов [21; 22].  
Выбор формы закона и оценка параметров ра-
спределения случайной величины а, характери-
зующей вероятностные свойства материала,  
можно проводить исходя из анализа эксперимен-
тальных данных.  
Для долговечностей и характеристик механи-
ческой прочности предложено большое количес-
тво теоретических распределений. При этом ме-
ханические свойства материала, такие, как пре-
делы длительной прочности, текучести и вынос-
ливости, распределены по законам, близким к 
нормальному [26; 32], а характеристики долгове-
чности обычно имеют логарифмически нормаль-
ное распределение. Кроме этих распределений, 
применяют также распределения Вейбулла, Гум-
беля, гамма [32]. 
Формы различных законов распределения ста-
тистических пределов прочности в значительно 
меньшей степени влияют на вероятность разру-
шения, чем их дисперсии. Поэтому в качестве 
определяющих параметров для а будут задавать-
ся значения математического ожидания M[a] и 
дисперсии D[a]=Sа2. 
При оценке параметров уравнений прочности 
методом наименьших квадратов исходят из  
предложения о нормальности закона распреде-
ления отклонений и требования максимальной 
по вероятности близости экспериментальных и 
расчетных значений долговечности. Предполо-
жение о нормальном законе распределения  
отклонений в логарифмических координатах  
является вполне оправданным, а метод наимень-
ших квадратов при такой постановке задачи бу-
дет корректной статистической процедурой. 
В качестве аппроксимирующих функций, 
предназначенных для описания кривых прочнос-
ти, можно использовать целый ряд эмпирических 
зависимостей [26], приведенных в табл. 1, кото-
рые даны в прилагаемой вероятностной трактовке.  
При этом, если в результате опыта получен 
ряд долговечностей τi, соответствующих задан-
ным условиям испытаний (напряжению σi и тем-
пературе Ti), и необходимо оценить параметры ( )k,ja j 1=  зависимости lgτ=ϕ(σ,T,а), то функ-
ционал для определения коэффициентов аj в об-
щем случае нелинейного уравнения ϕ(σi,Ti,a) 
имеет вид 
( ) 2
1
lg min
n
i i i i
i
P ,T ,a
=
Φ =  τ − ϕ σ  → ∑

,  
где iP  − весовая функция. 
Описание кривых долговечности методом мак-
симального правдоподобия позволяет получить 
квантильные оценки пределов прочности, соот-
ветствующие заданной вероятности разрушения.  
Метод наименьших квадратов является част-
ным случаем метода максимума правдоподобия, 
где предполагается нормальный закон распреде-
ления разности расчетных и экспериментальных 
долговечностей.  
Метод максимального правдоподобия всегда 
дает эффективные оценки определяемых пара-
метров. 
Для получения оценок неизвестных парамет-
ров k,l,al 1=  методом максимального правдопо-
добия на базе независимых наблюдений случай-
ных долговечностей n,i,i 1=τ , распределенных с 
плотностью ( )a,T,,f στ , составляют функцию 
правдоподобия 
( ) ( )∏
=
στ=τττ
n
i
iiin a,T,,f,...,,L
1
21

.  
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Таблица 1 
Уравнения для вероятностного описания характеристик прочности 
№  
п/п 
Уравнение Аналитическое выражение 
1 
 
2 
 
3 
 
4 
 
5 
 
6 
 
7 
 
8 
 
 
9 
 
10 
 
11 
 
 
12 
 
13 
 
14 
 
15 
 
 
16 
Экспоненциальное 
 
Степенное 
 
Ларсена − Миллера 
 
Шерби − Дорна 
 
Менсона − Саккопа 
 
Конрада 
 
Корчинского − Клаусса 
 
Экспоненциально-
квадратичное 
 
Степенно-квадратичное 
 
Криша (модифицированное) 
 
Кордонского − Фридмана  
(модифицированное) 
 
Показательно-степенное 
 
Кусочно-экспоненциальное 
 
Кусочно-степенное 
 
Жукова 
 
 
Трунина 
)(lg σ+σ+=τ aB(T)A(T) или σ+τ+=σ aD(T)C(T) lg  
 
)(lglg
L
aB(T)A(T) σ+σ+=τ , LaD(T)C(T) σ+τ+=σ lglg  
( ) ( )2lglglg
LL
a
T
a
a
T
a
T
a
a 3210 σσ +σ++σ++=τ  
( ) ( )2lglglg
LL
aaaa
T
a
a 32
1
0 σσ +σ++σ++=τ  
( ) ( )23210 lglglg LL aaaaTaa σσ +σ++σ++=τ  
( ) ( )σσ +σ++σ++=τ aTaaaT
a
a 32
1
0lg  
( ) ( )23210 LL algTaalgaT
a
alg σσ +σ++σ++=τ  
( ) ( )2lg σσ +σ++σ+=τ aC(T)aB(T)A(T)  
 
( ) ( )σσ +σ++σ+=τ aC(T)aB(T)A(T) 2lglglg  
 ( )2lglg
L
aB(T)A(T) σ+σ+=τ  
 
L
aB(T)A(T) σ+σ+=τ lglg  
 
( ) ( )σσ +σ++σ+=τ aC(T)aB(T)A(T) lglg  
 
( ) ( )[ ]σσ +σ+++σ+=τ aD(T)C(T)aB(T)A(T) abslg  
 ( ) ( )[ ]
LL
aD(T)C(T)aB(T)A(T) σσ +σ+++σ+=τ lgabslglg  
( )σ+σ+=−τ aT
a
a
kT
U 1
0
0lg ,  
где U0 − энергия активации; 
k − постоянная Больцмана 
( ) ( )σσ +σ++σ++=−τ aT
a
a
T
a
T
a
aT 3210 lglg2lg  
Примечание .  
41,i,ai =  − коэффициенты семейства уравнений прочности; 
L
a,a σσ  − параметры, характеризующие вероятностные свойства материала: 
2 2M[ ] M[ ] 0; D[ ] ; D[ ]
L LLa a
a a a S a Sσ σ σ σ= = = = .
Оценки al, максимизирующие функцию прав-
доподобия (или логарифм функции правдоподо-
бия), находят из решения системы уравнений: 
( )
( )( ) 0,,1ln
d
d
,,ln
d
d
d
lnd
1
1i
=στ−+
+στ=
∑
∑
=
−
=
r
j
jjj
l
rn
iii
l
a,TF
a
a,Tf
aa
L


                 (1) 
,k,l 1=   
где τi, σi, Ti − долговечность, напряжение и тем-
пература i-го разрушившегося образца;  
τj, σj, Tj - долговечность, напряжение и темпе-
ратура j-го неразрушившегося образца;  
n − общее число испытаний;  
r − число не разрушившихся образцов;  
F(lg(τ),σ,T,а) − функция распределения дол-
говечности. 
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При известных параметрах al ),1( kl = из урав-
нения ( ) PaT,F pT, =στ τ ,),lg( , ,  
можно найти предел прочности P,T,τσ , соответ-
ствующий заданной долговечности τ, температу-
ре T и вероятности разрушения P. 
При выборе моделей характеристик прочности 
можно также воспользоваться критериями, пред-
ложенными в работе [33]. В этом случае точность 
аппроксимации определяют по формулам: 
( )
1
1
2
1
2
3
1
2
4
1
1
;
1
;
1
;
1
,
k
j
j
k
j
j
k
j j
j
k
j
j
S
k
S
k
S S
k
S
k
=
=
=
=
= δ
= δ
= δ −
= δ
∑
∑
∑
∑
,  
где δj = (σмj-σj)/σj 100% (по напряжению); 
δj= (lgτмj - lgτj)/lgτj 100% (по долговечности), 
σмj − расчетные значения предела прочности, 
полученные по модели для долговечности τмj=τj;  
σj − напряжение, при котором получено экс-
периментальное значение долговечности τj;  
k − число проверочных экспериментов. 
Величина S1 характеризует статистическое 
смещение оценки σмj относительно σj. Величины 
S2 и S4 являются среднеарифметическим и сред-
неквадратичным отклонениями и характеризуют 
общую точность метода, а величина S3 − рассеи-
вание относительно среднего, т.е. устойчивость 
оценки. 
Рассмотрим методику определения дисперсии 
логарифма долговечности S2lgτ, дисперсий преде-
лов прочности S2σ и S2lgσ в случае описания хара-
ктеристик прочности материала экспоненциаль-
ным или степенным уравнениями [22]. 
В случае экспоненциальной зависимости ма-
тематического ожидания долговечности от на-
пряжения при постоянной температуре статисти-
ческие свойства материала могут быть описаны 
тремя различными уравнениями, которые будут 
тождественны при определенном подборе пара-
метров случайных величин [32]: 
lgτ=A+Bσ+aτ;  
lgτ=A+B(σ+aσ);                                                (2) 
lgσ=A+Bσ+an(1+B2)0,5,  
где aτ, aσ, an − случайные величины с нулевыми 
математическими ожиданиями и дисперсиями 
S2τ, S2σ, S2n.  
Если эти случайные величины нормальные, то 
условная плотность распределения долговечнос-
ти логарифмически-нормальная, что соответст-
вует данным прочностных исследований. 
Исключив случайные величины aτ, aσ, an из 
формул (2) и определив дисперсии от обеих час-
тей уравнений при равенстве нулю их математи-
ческих ожиданий, получим дисперсии этих слу-
чайных величин: 
[ ] ( )∑
=
ττ σ−−τ
−
==
m
j
jj BA
m
Sa
1
22 lg
1
1D ;       (3) 
[ ] ∑
=
σσ 







σ−
−τ
−
==
m
j
j
j
B
A
m
Sa
1
2
2 lg
1
1D ;       (4) 
[ ] ( )∑
= +
σ−−τ
−
==
m
j
jj2
nn B
BA
m
Sa
1
2
2
1
lg
1
1D ;      (5) 
где σj, τj, ( )m,j 1=  − экспериментальные значе-
ния пределов прочности и долговечности;  
m − число испытаний. 
Дисперсия случайной величины aτ является 
дисперсией логарифма долговечности мате-
риала S2lgτ. 
Дисперсия aσ служит мерой рассеивания экс-
периментальных точек по напряжению, т.е. явля-
ется дисперсией предела прочности, а среднек-
вадратичное отклонение Sп − мерой рассеивания 
вокруг линии регрессии. Дисперсию S2п можно 
определить геометрическим построением из ре-
шения прямоугольного треугольника ОАВ  
(рис. 2), высота которого пропорциональна Sп: 
2 2
2
п 2 2
1
1 m j j
j j j
C D
S
m C D
=
=
+
∑ ; 
Cj= lgτj-A-Bσj;  
Dj=(lgτj-A)/B - σj. 
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 f(aσ) f(aτ) 
f(aП) 
 
Рис. 2. Оценка дисперсий долговечности S2lgτ  
и параметра материала S2τ, S2σ, S2п 
 
Таким же образом, исходя из геометрической 
интерпретации дисперсий случайных величин aτ, 
aσ, aп и тождества выражений (2) между диспер-
сиями, можно установить зависимости: 
2
2 2
п2 2
2 2 2 2
2
п 2 2 2 2
11
1 1
SS S ;
B B
S S S S BS .
S S B B
τ
σ
τ σ τ σ
τ σ
 
= = + 
 
= = =
+ + +
 
Аналогичные результаты можно получить и 
при степенной зависимости долговечности от 
напряжений  
lgτ=A+B(lgσ+aσL).  
Случайная величина aσL характеризует рассе-
ивание экспериментальных точек относительно 
логарифма предела прочности S2lgσ.  
В этом случае в выражениях для дисперсий 
(3)−(5) следует σj заменить на lgσj. 
Для семейств кривых прочности при пере-
менных напряжениях и температурах в случае 
экспоненциальной зависимости оценки усред-
ненных по семейству кривых длительной проч-
ности дисперсий случайных величин aτ, aσ и an 
можно получить по формулам: 
( )∑∑
= =
τ σ−−τ=
k
i
m
j
ijiiij
i
)B(T)A(T
n
S
1 1
22 lg1 ; 
∑∑
= =
σ 







σ−
−τ
=
k
i
m
j
ij
i
ii
)B(T
)A(T
n
S
1 1
2
ij2 lg1 ; 
( )
( )∑∑= = +
σ−−τ
=
k m
j i
ijiiiji
TB
TBTA
n
S
1i 1
2
2
2
п 1
)()(lg1
, 
где τij, σij, Ti − долговечность, напряжение и тем-
пература испытания образцов на прочность;  
mi − количество образцов в i-й серии;  
k - количество серий испытаний при различ-
ных температурах. 
В этом случае для соблюдения равенств при 
постоянстве одной из дисперсий две другие яв-
ляются функцией от температуры. Если принять 
S2п=const, то увеличение наклона кривых проч-
ности относительно оси напряжения приводит к 
увеличению дисперсии S2σ и уменьшению диспе-
рсии S2τ. 
Для примера рассмотрим описание характе-
ристик длительной прочности жаропрочного 
сплава ЖС26ВСНК, из которого изготовлены ра-
бочие лопатки турбин 1-й и 2-й ступеней двига-
теля ПС-90А. В вероятностных моделях оценки 
ресурса их целесообразнее всего использовать в 
виде степенной или экспоненциальной зависи-
мости долговечности от напряжения.  
Уравнения, которые с минимальной погреш-
ностью описывают экспериментальные данные в 
рабочей области действующих на лопатки тур-
бины напряжений и температур, имеют вид: 
lg(τ)=-14,28588-0,00416108⋅T+27612,08/(T+273)+  
+σ(-0,295976+0,000374213⋅T-0,000000157⋅T2),  
D[ ];   0 41
a a
S a S ,τ τ= = , 
lg(τ)=16,88129-0,0268573⋅T+26795,35/(T+273)+ 
+lg(σ)⋅(-26,7282+0,0233512⋅T-0,0000038464⋅T2),  
D[ ];   1 0
a a
S a S ,τ τ= = . 
Более сложные модели прочности материала, 
основаны на введении в уравнение нескольких 
случайных величин, например, степенная модель 
характеристик прочности:  
lgτ=А(T)+B(T)(ln(σ+aσ)+aσL).  
В этом случае при малых нагрузках разброс 
характеристик прочности определяет параметр 
aσ, а при больших aσL. 
Для оценки параметров семейства кривых 
прочности можно воспользоваться критерием 
минимума дисперсий (S2τ→min, S2σ→min, 
S2п→min), что соответствует критерию миними-
зации методом наименьших квадратов, который 
дает наилучшие оценки в случае нормального 
распределения соответствующих отклонений. 
При этом для каждого семейства будет получена 
своя математическая модель.  
Параметры первой модели могут быть полу-
чены из решения системы линейных уравнений, 
так как она линейная относительно параметров, а 
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для остальных моделей параметры определяются 
методами минимизации функций многих пере-
менных, в частности, методами, использующими 
матрицу вторых производных (модифициро-
ванный метод Пауэлла, методы Давидона− 
Флетчера−Пауэлла или Ньютона и др.).  
В качестве первого приближения принимают 
значения параметров, полученных для первого 
семейства. 
Если плотность распределения отклонений 
отличается от нормальной, то для оценки пара-
метров уравнений можно воспользоваться мето-
дом максимума правдоподобия (1), где в качест-
ве функции правдоподобия следует рассматри-
вать совместную плотность распределения соот-
ветствующих отклонений.  
Решение системы уравнений (1) при непос-
редственном использовании процедуры миними-
зации функции правдоподобия представляет зна-
чительные вычислительные трудности, хотя этот 
метод дает наиболее эффективные оценки. 
Анализ экспериментальных исследований ха-
рактеристик сопротивления длительной прочно-
сти, усталости различных жаропрочных матери-
алов при нормальных и повышенных температу-
рах позволил установить, что рассеяние лога-
рифма долговечности мало зависит от величины 
напряжений и практически может приниматься 
постоянным [26; 32]: S2τ=const. 
Вероятностные модели поврежденности  
и разрушения деталей  
В каждом полете летательного аппарата КЭ 
двигателя испытывают комплекс силовых и теп-
ловых воздействий различной интенсивности и 
продолжительности. По своей природе этот про-
цесс нагружения деталей представляет собой 
сложный (многоосный), многокомпонентный, 
нестационарный случайный процесс, характери-
стики которого определяются режимами работы 
двигателя, климатическими условиями, особен-
ностями конструкции и другими факторами. 
Определение поврежденности КЭ с полным 
учетом эксплуатационных условий связано со 
значительными трудностями и может быть осу-
ществлено только путем различного рода упро-
щений и схематизации реального процесса на-
гружения.  
В случае многоосного нагружения статисти-
чески связанные компоненты тензора напряже-
ний в расчетной практике обычно заменяются 
эквивалентным (по некоторой теории прочности) 
напряжением, представляющим собой одномер-
ный процесс. Учет многокомпонентности нагру-
жения осуществляется путем выделения и неза-
висимой оценки различного вида нагрузок (ста-
тических, высокочастотных механических, тер-
моциклических и др.) и рассмотрения их ком-
плексного влияния на поврежденность по одно-
му из критериев прочности силового, временно-
го, деформационного или энергетического типов.  
При оценке поврежденности в случае неста-
ционарного нагружения элементов ГТД в полете 
наибольшее распространение получили методы, 
основанные на линейной гипотезе суммирования 
повреждений. 
В общем случае поврежденность за і-й полет 
можно определить по формуле 
( ) ( )∑ ∫∑∑ === τ+τ=Π=Π
2i j1i k
j
tk
j
jk
j
ij
aQ
t
aQ
t
1 011
i
,
d
,
i



 , 
ki= k1i+k2i  
где k1i, k2i − число стационарных и переходных 
режимов работы двигателя;  
Пij − поврежденность на j-м режиме i-го полета;  
τ(⋅) − обобщенные характеристики прочности, 
характеризующие сопротивляемость материала 
детали совместному действию в общем случае 
многоосных длительных статических, цикличес-
ких и термоциклических нагрузок и других фак-
торов;  
Qj − вектор нагрузок, действующих на j-м ре-
жиме;  
a − параметр, характеризующий вероятност-
ные свойства материала;  
τj − время действия нагрузки на j-м режиме. 
На детали ГТД во время полета, с одной сто-
роны, действуют комплексные напряжения σ(t) и 
температура T(t), которые являются нестациона-
рными случайными процессами. С другой сторо-
ны, им противостоят прочностные свойства ма-
териала, характеризующиеся предельным на-
пряжением σп(t), которое также является неста-
ционарным случайным процессом, так как зави-
сит от характеристик материала, температуры, 
предыстории нагружения и других случайных 
причин. Условие разрушения детали в теории 
прочности − пересечение отдельных реализаций 
действующих и предельных напряжений.  
Для определения вероятностных характерис-
тик надежности КЭ, в частности, вероятности ра-
зрушения, в статистической теории прочности 
рассматривается разность этих величин σп(t)-
σ(t)≤0 или частное σп(t)/σ(t)≤1. 
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Эти выражения можно рассматривать как ма-
тематические модели процесса разрушения. При 
этом решение сводится к задаче о выбросах слу-
чайных процессов, где, в частности, определяют-
ся вероятностные характеристики времени пер-
вого достижения границ. Если действующие и 
предельные напряжения − случайные величины, 
то характеристики прочностной надежности 
определяются с помощью математического ап-
парата статистической теории прочности. В рас-
сматриваемых более сложных моделях учитыва-
ется динамика изменения действующих и преде-
льных нагрузок. На рис. 3 схематично изображе-
на вероятностная динамическая модель долго-
вечности КЭ, у которой характеристики нагру-
женности σ(t) в общем случае являются нестаци-
онарным случайным процессом, характеристики 
прочности σдл(τ,aσ) − функцией случайного па-
раметра aσ, который характеризует вероятност-
ные свойства материала в стационарных услови-
ях, а снижающиеся обобщенные характеристики 
прочности σп(t), учитывающие историю нагру-
жения, являются функционалом от σ(t) и σдл(t).  
 
 
σдл(t) 
σп(t) 
σ(t) f(t) 
f(σп) 
 
Рис. 3. Кинетическая вероятностная модель  
прочности и разрушения материала детали  
 
Методика расчета вероятностных характерис-
тик прочностной надежности деталей ГТД будет 
рассмотрена посредством приведения действу-
ющих нагрузок к эквивалентному режиму, в ко-
торой неявно можно учесть влияние на ход ста-
рения материала температуры и других парамет-
ров режима работы ГТД. 
Среди возможных вероятностных моделей реа-
льных процессов нагружения, повреждения и раз-
рушения деталей, основанных на анализе повреж-
денности, следует выделить линейные модели со 
случайными величинами или со случайными ква-
зистационарными функциями (табл. 2).  
Эти модели предназначены для решения задач 
прочностной надежности в условиях стационар-
ного и нестационарного нагружений. 
Схема самой простой вероятностной стацио-
нарной модели показана на рис. 4.  
 
аτ 
Т 
П τ 
 
Рис. 4. Вероятностная стационарная модель  
поврежденности детали 
Эта модель по своей структуре является нелиней-
ной функцией случайных величин и может быть 
описана выражениями, приведенными в табл. 2.  
С помощью этой модели можно рассчитать веро-
ятностные характеристики поврежденности и 
надежности на установившихся режимах работы 
двигателя, а также при испытаниях образцов на 
длительную прочность, выносливость и других 
видов испытаний в условиях стационарного на-
гружения.  
В общем случае прогнозирования вероятнос-
тных характеристик прочностной надежности 
КЭ двигателя на этапах проектирования и довод-
ки в данной модели все параметры σ, T, aσ, t  
являются случайными величинами.  
Более сложную картину процессов повреж-
денности для стационарного нагружения отража-
ет линейная модель (табл. 2), в которой действу-
ющие напряжения и температура являются ста-
ционарными случайными процессами σ(t), T(t) с 
математическими ожиданиями: 
[ ] σ=σ=σ mtt )()(M ,   [ ]M ( ) ( ) TT t T t m= = ,  
корреляционными функциями: 
kσ(τ)=S2σrσ(τ),   kт(τ)=S2тrт(τ),  
где S2σ, S2т и rσ(τ), rт(τ) − дисперсии и нормиро-
ванные корреляционные функции случайных 
стационарных процессов σ(t) и T(t).  
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Таблица 2 
Вероятностные модели поврежденности конструктивных элементов ГТД
Вероятностная модель поврежденности Модель 
 
Вероятностные модели 
нагруженности  на стационарных режимах 
)(),( tTtσ  − const 
на нестационарных режимах 
Со случайными 
величинами 
 
 
 
 
 
Со случайными 
квазиста-
ционарными 
функциями 
2
2
M[ (t)] ( );
M[ ( )] ( );
D[ ( )] ;
D[ ( )] T
t
T t T t
t S
T t S
σ
σ = σ
=
σ =
=
 
 
2
1 2
2
1 2
M[ ( )] ( );
M[ ( )] ( );
( ) ( );
( ) ( )T T T
t t
T t T t
k t ,t S r
k t ,t S r
σ σ σ
σ = σ
=
= τ
= τ
 
),( aT,
t
στ
=Π  
 
 
 
 
∫ στ
=Π
t
aT(t)t
t
0 ),),((
d
 
∫
++τ
=Π
t
aT,(t)Tt
t
0 )σ,)(σ(
d
 
 
 
 
 
∫ στ
=Π
t
aT(t)t
t
0 ),),((
d
 
П р и м е ч а н и е .   
σ, T − параметры нагруженности;  
t − время наработки на режиме;  
aσ − параметр, учитывающий вероятностные свойства материала; 
τ(⋅) − характеристики прочности.  
 
В случае нестационарного нагружения для 
оценки вероятностных характеристик поврежден-
ности можно использовать нелинейные модели, в 
которых процессы σ(t), T(t) будут представлены в 
виде функций времени и случайных величин  
σ(t)=σ(t,aσ),    T(t)=T(t,aт)  
или в виде квазистационарных случайных функ-
ций  
σ(t)=mσ(t)+σ0(t),     T(t)=mт(t)+T0(t),  
где mσ(t), mт(t) − зависящие от времени матема-
тические ожидания σ, T; 
σ0(t), T0(t) − стационарные случайные функции. 
С физической точки зрения процесс повреж-
денности материала связан с движением и раз-
множением дислокаций, образованием и скопле-
нием вакансий, развитием полос скольжения, об-
разованием микропор и микротрещин, упрочне-
нием и разупрочнением и другими необратимы-
ми изменениями структуры материала. На разви-
тие этих процессов поврежденности, в свою оче-
редь, влияют внешние случайные факторы:  
− изменение климатических условий; 
− параметры нагруженности; 
− условия эксплуатации.  
При каждом воздействии нагрузки (случайной 
или регулярной) происходит элементарный акт 
разрушения материала (увеличение поврежден-
ности), величина и характер которого зависят от 
механических характеристик материала, величин 
напряжений, температур, числа циклов и других 
факторов.  
Процесс накопления повреждений рассматри-
вается как результат стохастического суммиро-
вания большого числа равномерно малых микро-
скачков элементарных независимых поврежде-
ний. Если обозначить через Пi величину повреж-
денности в i-м элементарном цикле, то за n цик-
лов величина накопленной поврежденности nП  
выразится суммой 
∑
=
Π=Π
n
i
in
1
.                                                      (6) 
В выражении (6) величины Пi и Пn случайны. 
За некоторый период времени, когда n достаточ-
но велико, в силу центральной предельной тео-
ремы и сделанных предположений о характере 
нагружения, накопленная поврежденность Пn 
сходится к нормальному распределению. Такой 
процесс накопления повреждений можно расс-
матривать как случайный процесс с независи-
мыми приращениями, построенный по типу мар-
ковской последовательности. 
За каждый отдельный полет случайная вели-
чина поврежденности может принимать различ-
ные значения, обусловленные различной интен-
сивностью силовых и тепловых воздействий.  
Величины поврежденности за полет достаточно 
малы. Это позволяет предположить, что они  
подчинены одному и тому же закону рас-
пределения. 
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При статистически независимых поврежден-
ностях за полет описанный процесс является од-
нородным случайным процессом с независимы-
ми приращениями.  
Вероятностные характеристики закона рас-
пределения поврежденности можно определить 
посредством усреднения вероятностных харак-
теристик за n полетных циклов. 
В дальнейшем будем использовать два слу-
чайных процесса (последовательности): 
− исходный процесс поврежденности КЭ ГТД 
П'(t1),П'(t2),...,П'(tn); 
− порожденный им процесс накопленной пов-
режденности: 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1
2 1 2
1
,
... .
n
n i
i
t t
t t t t t
=
′Π = Π
′ ′ ′Π = Π + Π Π = Π∑
 
Причем первый случайный процес обычно на-
зывают приращением процесса накопленной по-
врежденности, так как  
П(ti)-П(ti-1)=П'(ti). 
Таким образом, для процесса накопленной 
поврежденности за n полетов можно записать: 
( ) ( ) ( ) ( )
( )
1
1 1
0
              (7)
0,             
,
−
= =
′Π = Π − Π = Π
Π =
∑ ∑
n n
n i i i
i i
t t t t
t
где П'(t), П(t) − случайные процессы поврежден-
ности и накопленной поврежденности. 
Если вместо процессов рассматривать слу-
чайные последовательности, соотношение (7) 
преобразуется к виду 
∑
=
Π′=Π
n
i
in
1
,                                                      (8) 
где П'i, Пn − случайные величины поврежденнос-
ти за цикл и накопленной поврежденности. 
Используя гипотезу линейного суммирования 
повреждений в непрерывном времени, зависи-
мость между процессами можно представить 
следующим образом: 
( ) ( )dttt t∫ Π ′=Π
0
.                                            (9) 
С физической точки зрения процесс П'(t) 
представляет собой среднюю линейную скорость 
изменения поврежденности.  
В дальнейшем штрих в обозначении величи-
ны П'i будем опускать и для элементарной пов-
режденности за цикл принято обозначение Пi 
или Пj, а для накопленной − Пn. 
Вероятностные модели суммирования  
независимых случайных повреждений 
В рассмотренной модели (8) накопленная по-
врежденность является суммой большого числа 
независимых случайных величин, характеризу-
ющих элементарные повреждения, которые в 
своей совокупности подчинены единому закону 
распределения F(П). Такая сумма согласно 
центральной предельной теореме удовлетвори-
тельно аппроксимируется нормальным распре-
делением. 
Математическое ожидание mn и дисперсию S2n 
накопленной поврежденности Пn можно опреде-
лить по формулам: 
nmmm
n
i
in == ∑
=1
; 
2
1
22 nSSS
n
i
in == ∑
=
, 
где m, S2 − среднее математическое ожидание и 
дисперсия поврежденности за цикл. 
Плотность и функция распределения суммар-
ной поврежденности при этом будут иметь вид: 
( ) ( )








−Π
−
pi
=ΠΠ 2
2
2 2
exp
2
1
nS
nm
nS
f nnn ;     (10) 





 −Π
Φ=Π Sn
nm)(F nnn П .                             (11) 
Кроме вероятностных характеристик повреж-
денности можно определить и вероятностные 
характеристики долговечности детали, в частно-
сти, вероятностные характеристики чисел циклов 
до разрушения конструктивного элемента.  
Для необратимых процессов условие разру-
шения КЭ можно записать в виде Пn>П0, где П0 − 
предельный уровень повреждения. При заданной 
предельной степени повреждения П0 вероятность 
числа циклов до разрушения равна вероятности 
превышения накопленной поврежденностью Пn 
предельно допустимого уровня П0: 
( ) ( ) ( )
( )
0
0
0
разd 1       (12)n
n n
n n
F n P N n P
nmf P
nS
∞
Π
Π
= < = Π > Π =
Π − 
= Π Π = − Φ = 
 
∫
Аналогично определяется и вероятность нераз-
рушения Рнр, которая соответствует гамма-
процентному ресурсу детали: 
( ) ( )
( )0 раз нр
Π Π
d 1 .                      (13)
n
n 0
n n
P N n P
f P P
Π
Π
−∞
> = < =
= Π Π = − =∫
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Плотность распределения чисел циклов до ра-
зрушения находят дифференцированием выра-
жения (12): 
( )
( )200
22
d ( )
d
1
exp .         (14)
2 22
n
n
F nf n
n
nmnm
n nSnS
= =
 Π −Π +
= − 
 pi  
 
Используя известные соотношения, можно 
определить ряд числовых характеристик этого 
распределения. В частности, выражения для ма-
тематического ожидания, дисперсии и коэффи-
циента вариации чисел циклов до разрушения 
имеют вид: 
2
0
ц 2
0
2 4
2 2 0
ц ц 3 4
0
( )d ;
2
5( ) ( )d ;
4
∞
∞
Π
= = +
Π
= − = +
∫
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n
n
S
m nf n n
m m
S SS n m f n n
m m
m
S
m
S
m
S
m
S
V
2
4
5
2
0
2
0
ц
ц
ц
+Π
+Π
== .  
При известных функции и плотности распре-
деления чисел циклов до разрушения можно 
определить функцию интенсивности отказов, ко-
торая называется также функцией риска: 
( ) )(1
)(
nF
nf
n
n
n
n
−
=λ .  
Величина t)n(n ∆λ  − приближенное значение 
вероятности того, что отказ КЭ произойдет за 
время [ ]tt,t ∆+  при условии, что он не произо-
шел за время [ ]t,0 . Если за t∆  принять продол-
жительность полета Пtt =∆ , то величина 
П)( tnnλ  будет определять вероятность возник-
новения отказа КЭ в текущем полете.  
Таким образом, при независимых, близких к 
нормальным случайных поврежденностях за 
цикл, по соотношениям (10)−(14) можно оценить 
основные вероятностные характеристики накоп-
ленной поврежденности и чисел циклов, за кото-
рые накопленная поврежденность превышает 
уровень П0. 
Вероятностные модели суммирования 
зависимых случайных поврежденностей 
Рассмотренные модели вероятностного сум-
мирования повреждений предназначены для на-
хождения вероятностных характеристик сумм 
независимых случайных величин поврежденностей.  
Однако между поврежденностями в i-м и j-м 
полетах существуют корреляционные связи,  
которые значительно влияют на характер изме-
нения вероятностных характеристик накоплен-
ной поврежденности и других характеристик 
прочностной надежности. 
Природу этих связей можно установить ана-
лизом влияния каждой из случайных составляю-
щих σ, T, aσ, t функций поврежденности. В об-
щем случае каждый исходный параметр можно 
условно представить в виде суммы двух незави-
симых составляющих, из которых одна предоп-
ределяет зависимость, а вторая − независимость 
между поврежденностями в i-м и j-м полетах.  
В первом случае поврежденности Пi и Пj по 
этим параметрам являются зависимыми, во вто-
ром − независимыми случайными величинами.  
Параметр, определяющий вероятностные 
свойства материала деталей, можно полностью 
отнести к первой группе, так как вероятностные 
характеристики прочности материала обусловле-
ны его внутренней структурой и частично осо-
бенностями конструкции и не зависят от номера 
полета.  
Параметры нагруженности и длительности 
действия режима больше относятся ко второй 
групе, исходя из того, что полеты осуществляют-
ся по различным трассам, в отличающихся кли-
матических условиях и на них влияет ряд других 
независимых случайных факторов. При решении 
задач оценки влияния систематических погреш-
ностей, изменения параметров и ошибок методов 
расчета на вероятностные характеристики нако-
пленной поврежденности эти параметры будут 
предопределять зависимость между поврежден-
ностями. В феноменологической модели накоп-
ления повреждений случайный процесс построен 
по типу марковской последовательности с зави-
симыми приращениями (6). 
Величину корреляционной связи между пов-
режденностями i-го и j-го полетов, вероятност-
ные характеристики поврежденности за цикл 
можно оценить методами, рассмотренными в ра-
боте [1]. Только в выражениях для моментных 
характеристик учитываются факторы или соста-
вляющие факторов, которые устанавливают кор-
реляционные связи между поврежденностями  
i-го и j-го полетов. 
В общем случае поврежденности за полетный 
цикл являются зависимыми случайными величи-
нами, поэтому для числовых характеристик на-
копленной поврежденности можно записать соот-
ношения: 
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∑
=
=
n
i
in mm
1
;                                                     (15) 
∑∑
<=
+=
ji
jiij
n
i
in SSrSS 2
1
22
,                         (16) 
где mi, Si, ( )n,i 1=  − математические ожидания и 
среднеквадратичные отклонения поврежденнос-
тей в i-м полете;  
ijr − коэффициент корреляции случайных ве-
личин Пi и Пj: 
ji
ij SS
k
r
jiΠΠ
= . 
Рассмотрим случай, когда случайные величи-
ны поврежденности за полетный цикл в своей 
совокупности подчинены единому закону расп-
ределения вероятностей F1(П).  
Вид этого закона может быть произвольным с 
конечными значениями математического ожида-
ния m и дисперсии S2. 
Для достаточно большого n согласно централь-
ной предельной теореме закон распределения 
суммы зависимых случайных поврежденностей 
будет близким к нормальному.  
Если между всеми поврежденностями Пi и Пj, ( )ji,n,j,i ≠= 1  существует связь с постоянным 
коэффициентом корреляции rij=r, то выражения 
(15), (16) преобразуются к виду: 
nmmm
n
i
in == ∑
=1
,                                            (17) 
2 2 2
1
2 (1 ( 1) )
n
n i ij i j
i i j
S S r S S S n n r
= <
= + = + −∑ ∑ .           (18) 
Плотность и закон накопленной поврежден-
ности выражаются формулами: 
( ) ( )( )
( )
( )( ) ;rnnS
nm
rnS
f
n
n








−+
−
×
×
−+pi
=
112
П
-exp
112
1
П
2
2
2
 
( ) (1 ( 1)
n
n
nmF
S n n r )Π
 Π −Π = Φ  + − 
.                       (19) 
Кроме вероятностных характеристик суммар-
ной поврежденности, можно определить и ве-
роятностные характеристики долговечности де-
тали, в частности, вероятностные характеристи-
ки чисел циклов до разрушения. 
При заданной степени повреждения П0 веро-
ятность того, что случайная величина числа цик-
лов до появления отказа  N  меньше  n,  равна  
вероятности превышения накопленной повреж-
денностью Пn допустимого уровня П0: 
( ) ( )
( )
0
0
0
( )
1
(1 ( 1)n
n n
n n
P N n P F n
nmf d
S n n r
∞
Π
Π
< = Π > Π = =
 Π −
= Π Π = − Φ   + − 
∫ .)
  (20) 
Плотность распределения чисел циклов fn(n), 
полученная дифференцированием выражения 
(20), будет иметь вид 
( )
( )
2
2
0
2
0
1
2 (1 ( 1) )
exp
2 (1 ( 1) )
(1 2 ) (1
                       (21)
2 (1 ( 1) )
f n
S n n r
nm
S n n r
r nr mn r
n n r
Π = ×
pi + −
 Π −
 × − ×
 + −
 
Π − + + −
×
+ −
)
.
 
Выражение (21) дает возможность рассчитать 
вероятностные характеристики накопленной по-
врежденности и надежности при произвольном 
постоянном коэффициенте корреляции между 
поврежденностями различных циклов.  
С помощью выражений (20), (21) можно найти 
вероятностные характеристики чисел циклов до раз-
рушения, принимая П0=1.  
Формула (19) позволяет определить вероятность 
разрушения Рраз и вероятность неразрушения Рнр де-
талей ГТД при заданном числе циклов с помощью 
подстановки Пn=1: 
Pраз = 1−Pнр= Fп(1).  
При r = 0 выражения для вероятностных ха-
рактеристик накопленной поврежденности и чи-
сел циклов до разрушения совпадают с форму-
лами (10)−(14), которые были получены для ана-
логичных характеристик сумм независимых слу-
чайных поврежденностей.  
Выражение (16) в частном случае процесса 
накопления повреждений при полной корреля-
ционной связи между поврежденностями отде-
льных циклов (r=1) можно преобразовать к виду 
22
2
11
22 2 SnSSSSS
n
i
i
ji
ji
n
i
in =





=+= ∑∑∑
=<=
.  
Используя формулы математического ожида-
ния (17) и дисперсии (18), для вероятностных ха-
рактеристик накопленной поврежденности и чи-
сла циклов до достижения процессом заданной 
поврежденности П0 получаем 
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pi  
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2
0 0
2 2
0
( )1( ) = exp ;           (22)
22
( ) = 1 Ф .
n
n
nmf n
n S nnS
nmF n
nS
 Π − Π
−  pi  
Π − 
−  
 
 
 
Модели суммирования повреждений для за-
висимых случайных поврежденностей за цикл 
изображены на рис. 5.  
На рис. 5, а показаны траектории изменения 
накопленной поврежденности при незначитель-
ной корреляционной зависимости между повре-
жденностями  r<1, а на рис. 5, б − при полной 
корреляционной связи.  
 
а 
 
б 
Рис. 5. Схема накопления повреждений для независимых (а) 
и зависимых (б) случайных поврежденностей  
Плотности и законы распределения вероятно-
стей чисел циклов до пересечения заданного 
уровня для различных коэффициентов корреля-
ции показаны на рис. 6.  
К определению вероятностных характеристик 
(22) можно подойти и по-другому. Элементарные 
поврежденности Пi подчинены единому закону рас-
пределения поврежденности за цикл F1(П), который 
в рассматриваемом случае можно считать зако-
ном распределения средней линейной скорости 
ω изменения накопленной поврежденности.  
Как показано на рис. 5, б, траектории процес-
са имеют вид прямых линий, выходящих из на-
чальной точки под углами, тангенсы которых ра-
спределены по закону  Fω(ω)=F1(ω).  
Очевидно, число циклов (или время t) до пе-
ресечения процессом уровня П0 можно опреде-
лить по формуле 
t = П0/ω = ϕ(ω).  
Если закон Fω(ω) нормальный то, используя 
формулу для нахождения плотности вероятности 
распределения от сложной функции, получаем 
( ) ( )
0 0
ω 2
2
00
2 22
( ) = =
= exp ;                          23
22
tf t f t t
mt
t SSt
Π Π 
 
 
 Π −Π
 −
 pi  
( )
t
0
0 0
( )d
1 1                   (24).
tF t f t t
mtF
t St
ω
ω
= =
Π Π −   
= − = − Φ −   
   
∫
 
 
a 
 
б 
Рис. 6. Плотности  (а)  и функции  (б)  распределения 
чисел циклов до предельного состояния для  
различных r при  m=0,0001,  S=0,00011 
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Выражения (23), (24) для плотности и функ-
ции распределения вероятностей времени дос-
тижения процессом заданной степени поврежде-
ния П0 совпадают с формулами (22) при замене  
t на n. 
Рассмотренный пример показывает, что вто-
рой способ нахождения вероятностных характе-
ристик при r = 1 намного проще и может исполь-
зоваться для случайных величин с любыми исхо-
дными законами распределения поврежденнос-
тей за цикл.  
Формулы для плотности и функции распреде-
ления времени достижения процессом заданной 
поврежденности П0 для других законов распре-
деления поврежденности за цикл приведены в 
табл. 3. 
Вероятностные модели суммирования  
повреждений, основанные на безграничной  
делимости законов распределения  
Вероятностные характеристики сумм случай-
ных величин можно получить многократным ин-
тегрированем их совместной плотности распре-
деления: 
( ) ∫ ∫ −
−
−
Π ΠΠ
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
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n
n ff n … ; 
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Π nn
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ni
n
d...d,...,, 121
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1
…
.  
Для безгранично делимых законов, к которым 
относятся нормальный и гамма-распределения, 
закон распределения сумм независимых случай-
ных величин также будет принадлежать к виду 
порождающих их законов.  
 
Таблица 3 
Вероятностные характеристики времени до разрушения  
при характерных законах поврежденности за цикл 
Плотность распределения №  
п/п 
Закон  
распреде-
ления 
Пара-
метры  
закона скорости изменения 
поврежденности ω 
fω(ω) 
времени достижения  
процессом заданной  
поврежденности  
П0 ft(t) 
Функция  
распределения 
времени  
достижения  
заданной  
поврежденности  
П0 Ft(t) 
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Для нормального закона свойство безгранич-
ной делимости сохраняется и при слабозависи-
мых случайных величинах. Как доказал в 1977 г. 
шведский математик О. Торин, очень важный 
для практики логарифмически-нормальный за-
кон также является безгранично делимым [34].  
Однако, в явном виде определить параметры 
этого закона с помощью обычных методов воз-
можно. Поэтому рассмотрим приближенный ме-
тод оценки параметров законов распределения 
накопленных сумм, используя их связи с число-
выми характеристиками и общими свойствами 
математических ожиданий и дисперсий.  
При rij=r=const математическое ожидание mn 
и дисперсию S2n накопленной поврежденности 
при суммировании одинаково распределенных 
случайных величин вычисляют по формулам 
(17), (18). Связь между этими числовыми харак-
теристиками и параметрами распределения мож-
но выразить в соответствии с методом моментов.  
Аналогичные зависимости можно получить и 
для связи параметров исходного распределения 
поврежденности за цикл с его теоретическими 
моментами. Применительно к нормальному и 
гамма-распределению этот метод приводит к то-
му же результату, что и классический. 
При логарифмически-нормальных распреде-
лениях поврежденностей за цикл выражения для 
параметров накопленной поврежденности можно 
записать следующим образом: 
( )( )
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где 22 LnLnLL S,m,S,m , − параметры законов расп-
ределения поврежденностей за цикл и накоплен-
ной поврежденности;  
22
nn S,m,S,m  − соответствующие моменты ра-
спределений. 
Функции и плотности для логарифмически-
нормального распределения чисел циклов до до-
стижения накопленной поврежденностью задан-
ного уровня 0П  имеют вид:  
;
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(1 ( 1) ) 1
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n nb
a n r
n
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−
=
+ −
−
;  
( ) 1exp −= 2LSa .  
Формулы для функции и плотности распреде-
ления чисел циклов до разрушения при других 
законах распределения поврежденностей за цикл 
приведены в табл. 4. 
Используя полученные выражения, можно 
найти наиболее вероятный и гамма-процентный 
ресурс детали. Медианное значение ресурса 
определяется из решения уравнения 
.0)Пln( 0 =− Lnm                                            (27) 
Подставляя в формулу (27) выражение (25) для 
Lnm  находим, что число циклов до разрушения явля-
ется одним из корней кубического уравнения 
,qpnn 03 =++   
где 
2 2
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2 2
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Таблица 4 
Функции и плотности распределения чисел циклов до разрушения 
№ 
п/п 
Закон 
расп-
реде-
ления 
Пара-
метры  
Функция  
Распределения 
 
Fn(n) 
Плотность распределения  
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2
2
2
2 (1 2 ) 2
2( (1 ( 1) ) )
(1 ( 1) )
(1 ( 1) ) 1
1 1 1
exp 1
n
n
n
L
a r nr n
c ;
n an n r n
ar a n r
n nb
a n r
n
a r rb
n a r r n r
a S
− + +
= −
+ − +
+ −
−
=
+ −
−
+
= −
+ + − + −
= −
; 
3 Гамма  , ,rα β  
n n,α β  
( )
0
1
n
n
n
Г ;
Г
Π
α β
α
 
 
 
−  
( ) ( )
( )
( )( )
0
2
1
1
1 1
n
n
n n
n n
Г ; Г
Г
r
Г r
n r
α
β
Πψ α α
α β
α β
  
′
− ×   
   

−
′× +
+ − 
 
( )
( )
0 0
0
0
2
0
0 0
ln
1
1
exp
n
n
n
n
n
n n
k
k
n
n
k n
n n n
Г ;
Г
k ! k
Г
α
α
α
β
Π Π
αβ β
Π
Πβ β
α
Π Π
β β β
∞
=
  
−  
  
   
′ =     
−    
  
−
 + 
   
′ = −   
   
∑
; 
4 Вей-
булла 
,c,rα  
n n,cα  
( )0exp nnc αΠ−  ( )0 0
0
0
exp
ln
n n
n n
n
n n
c c
b a
n
α αΠ Π
α Π
Π
− ×
  
× − +  
   
 
( )
( )( ) ( ) ( )
( )
1
11 1ln 1
1
2 1 1 1 2 1 1
11
n
n n
n
n
n
n n
aГ
a ;
n
r
b ;
n r
c
a
Г
α
α
α Ψ
α
α
Ψ α Ψ α
α
  +     
= + +   
    
 
−
=
 + − + − + 
=
+
 
П р и м е ч а н и е . Г(х), Г(α; х) – полная и неполная гамма-функция;  
( ) ( )dlnГ
d
x
x
x
Ψ =  − пси-функция; 
 
2
0
2
П
;b
m
=   
( )
2
l
l
2
2
l2
exp ;
2
exp 1.
S
m m
S S
m
 
= + 
 
= −
 
При больших значениях n в случае, если па-
раметры m и S одного порядка, возможно приб-
лиженное решение 
arbn +≈ . 
Для нормально распределенной накопленной 
поврежденности медианное число циклов, сог-
ласно уравнению (19), определяют по формуле 
0Пn
m
= .  
Гамма-процентный ресурс, т.е. предельное 
число циклов при заданной вероятности разру-
шения (неразрушения) nр для логарифмически-
нормального закона можно найти из решения 
уравнения 
α=
−
Ln
Ln
S
m0Пln
,                                           (28)
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где α − квантиль нормального распределения, 
соответствующий заданной вероятности разру-
шения Pр: 
)(Ф)1(Ф нp1p1 PP −− =−=α . 
Используя выражения (25), (26), (28), для 
определения nр получаем нелинейное уравнение 
0lnПln
ppp
0
=








+α−








+
n
UU
n
UU
mn
2
1
2
1 ,  
где  
2
1 2
2
2 2
1 ;
(1 ).
S rU
m
SU r
m
= +
= −
 
В случае нормальных случайных величин пов-
режденностей с учетом выражений (17), (18), (19) nр 
определяется из решения квадратного уравнения  
0p
2
p =+− cbnan ,  
где  
2 2 2
2 2
0
2
0
;
2 П (1 ) ;
П .
a m S r
b m r S
c
= − α
= + − α
=
 
Вероятностные последовательности  
и процессы поврежденности  
и накопленной поврежденности 
Рассмотрим пути обобщения полученных ре-
зультатов, когда поврежденность является ста-
ционарным случайным процессом (последова-
тельностью) с нормированной корреляционной 
функцией: 
rij = r(j-i) = r(k) ≠ const ,  
где  
k=j-i. 
Выражение (16) для дисперсии Sn в этом слу-
чае приводится к виду 






−+=





+= ∑∑
−
=<
1
1
222 22
n
kji
ijn )k(r)kn(nSrnSS .  (29) 
Используя формулу (29), можно получить вы-
ражения для дисперсий накопленной повреж-
денности. В частности, при  
rij=exp(-α|j-i|) 
















−
−
−
−
+= )x(n
x
x
nx
nSS
n
n 1
11
1
2222 ,             (30) 
где   x=exp(-α), 
при  rij=cos(j-i) 
)cos(
)ncos(SS n β−
β−
=
1
122
3 .                                    (31) 
С физической точки зрения формула (30)  
предназначена для процесса, в котором корреля-
ционные связи между элементами с течением 
времени убывают, формула (31) − для цикличес-
ких стохастических процессов. 
С учетом того, что коэффициенты корреляции 
rij между поврежденностями в i-м и j-м полетах 
из-за влияния стохастических свойств материала 
положительны и больше некоторой величины r, 
для общего анализа представляют также интерес 
процессы с корреляционными функциями вида 
rij = r+(1-r)exp(-α |j-i|); 
rij = r+(1-r)cosβ(j-i).  
В этом случае дисперсии накопленной повре-
жденности определяются в соответствии с выра-
жениями: 


















−
−
−
−
−+
+−+
=
)x(n
x
x
nx)r(
)r)n((n
SS nn
1
11
1
21
11
22
4 ; 
2 2 2
5
1 cos( )( (1 ) )
1 cos( )n
nS S n r r − β= + −
− β .  
Аналогичные выражения для параметров за-
конов распределения накопленной поврежденно-
сти можно получить, если процесс накопления 
повреждений является стационарным случайным 
процессом с корреляционной функцией  rij = r(j-i). 
В частности, при экспоненциальной корреля-
ционной функции  
rij=exp(-α |j-i|)  
для логарифмически-нормальных случайных по-
врежденностей эти выражения имеют вид: 
( )( ) 22
2
2
Ln
1
11
1
21exp
2
exp
ln
n)x(n
x
x
nx
nS
m
S
n
m
n
L
L
L
+
















−
−
−
−
+−








+
=
( )( )








+
















−
−
−
−
+−= 1
1
11
1
211expln
2
22
)x(n
x
)x(n
x
n
SS LLn , 
где    x = exp(-α). 
Процесс накопления повреждений связан с 
процессом поврежденности интегральной зави-
симостью (9): 
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∫Π=Π
t
n dt)t()t(
0
.                                          (32) 
Исходный процесс поврежденности П(t), ха-
рактеризующий линейную скорость изменения 
поврежденности, можно представить как квази-
стационарный случайный процесс с математиче-
ским ожиданием m(t), дисперсией S2 и нормиро-
ванной корреляционной функцией r(τ). Учиты-
вая зависимость (32), дисперсию накопленной 
поврежденности можно вычислить по формуле 
∫ τττ−=σ
t
n rtSt
0
22 d)()(2)(                              (33) 
или при  r(0)≠1  по формуле 
t
2 2
n
0
( ) 2 ( ) ( )d (0)t S t t r r t σ = + − τ τ τ − 
 
∫ . 
При значительной перемешанности процесса 
поврежденности от полета к полету и малой ве-
личиной поврежденности, которая вносится за 
один полет по сравнению с предельной, распре-
деление накопленной поврежденности будет 
иметь нормальный характер. 
Функция распределения времени до разруше-
ния при этом равна 






σ
−Π
Φ−= )(
)(
1)( 0
t
tm
tF
n
n
t ,                           (34) 
где П0 − предельная поврежденность. 
Условную плотность вероятности времени до 
разрушения можно найти дифференцированием 
выражения (34): 
( )
( )





−Π
σ
+×
×








σ
−Π
−
σpi
=
)(m)(
)()(
)(2
)(
exp
)(2
1)(
0
0
0
2
2
0
t
t
tb
ta
t
tm
t
tf
n
n
n
n
n
t
 
где ао(t), bо(t) − локальные скорости изменения 
математического ожидания и дисперсии процес-
са поврежденности: 
0
0
d( ) ( );
d
d( ) ( ).
d
n
n
a t m t
t
b t t
t
=
= σ
 
В качестве примера рассмотрим определение 
этих характеристик при экспоненциальной корре-
ляционной функции процесса поврежденности: 
r(τ) = exp(-α|τ|).  
В этом случае выражение для дисперсии на-
копленной поврежденности, согласно формуле 
(33), принимает вид 
( )( )





α−−
α
−
α
=σ t
tStn exp1
12)( 222 .           (35) 
Как видно из выражения (35), дисперсия на-
копленной поврежденности зависит от времен-
ной координаты, т.е. процесс нестационарный. 
При αt>>1 процесс поврежденности близок к ли-
нейному. 
Аналогичный смысл имеет выражение для 
дисперсии (30).  
При значениях α<0,1 выражения (30) и (35) 
практически совпадают, так как 
( )2 2
1 exp( ) 2
,
1 exp( )
exp( ) 1
1 exp( )
+ − α
≈
− − α α
− α
≈
α
− − α
.
 
Локальная скорость изменения дисперсии 
процесса накопления повреждений согласно  
уравнению (35) выражается следующим образом: 
( )( )tSt
t
tb n α−−
α
=σ= exp12)(
d
d)( 20 .  
Выражения для дисперсий накопленной пов-
режденности и их локальных скоростей, полу-
ченных для различных нормированных корреля-
ционных функций процессов поврежденности 
приведены в табл. 5. Эти соотношения могут ис-
пользоваться для описания процессов повреж-
денности и определения вероятностных характе-
ристик надежности и долговечности деталей 
ГТД. 
Нелинейные модели вероятностного  
суммирования повреждений 
Согласно рассматриваемым кинетическим 
моделям мера повреждения увеличивается по ли-
нейному закону. Однако кинетика процесса повре-
жденности при усталости, износе, накоплении плас-
тических деформаций и других видах подчиняется 
нелинейным законам.  
Нелинейную динамическую модель процес-
сов поврежденности, основанную на гипотезе об 
автомодельности накопления повреждений, мо-
жно представить как в виде дифференциального 
уравнения, так и с помощью нелинейной функ-
циональной зависимости поврежденности от на-
работки, параметры которой можно определить 
по данным эксплуатационных измерений инст-
рументальными методами контроля. Рассмотрим 
два подхода к описанию процессов накопления 
повреждений. 
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Таблица 5 
Характеристики случайных процессов поврежденности 
№ 
 п/п 
Нормированная  
корреляционная функ-
ция процесса  
поврежденности 
( ) ( )2 1,r t t r= τ  
Дисперсия накопленной  
поврежденности  
( ) ( ) ( )2 2
0
2
t
tS t S t r r d= − τ τ∫  
Локальная скорость  
изменения дисперсии  
( ) ( )2d dt tb t S t t=  
1 ( )exp −α τ  ( )( )2 212 1 exptS t − − −α α α   ( )( )
22 1 expS t− −α
α
 
2 ( )exp cos sin α−α τ βτ+ β τ β   ( )( ) ( )(
( )
2 2 2
22 2
3 2 2
22 2 2 2
exp
2 3 cos
2 33 sin
t
S t
t
t

−α α −β β +
 α + β
 α α α −β + αβ + β + −   β α + β  α + β 
 
( )
( ) ( )( )(
2 2 2
22 2
4
3
2 2
exp
2 2 cos
2
sin
t
S t
t

−α β +α − α β +
 α +β
 α α
+ β − β +    β α +β   
 
3 ( )2 2exp −α τ  ( ) ( )( )2 2 222 1 exp 1S t erf t t pi ⋅ α + −α −  α α   ( )erf t
pi
α
α
, 
( ) ( )2
0
2
exp
t
erf t t dt= −
pi ∫
 
4 sinβτ
βτ  ( ) ( )2 2
12 cos 1S tSi t t β + β − β 
 ( )22 ,S Si tβ где ( )
0
sint tSi t dt
t
= ∫  
5 ( ) ( ) ( )1 21rr r rτ + − τ  ( ) ( ) ( )1 21t trS t r S t+ −  ( ) ( ) ( )1 21t trb t r b t+ −  
 
Пусть функция Ω(t) в любой момент времени 
t описывает кумулятивный процесс накопления 
повреждений 
( ) TtQW
t
,0,,
d
d
=Ω=Ω

                               (36) 
с граничными условиями 
Ω(0) = 0, Ω(T) = Ω*  
или в дискретном времени 
( ) NnQnnn ,1,,11 =Ωω=Ω−Ω −−                  (37) 
с граничными условиями 
Ω0 = 0 , ΩN = Ω*,  
где W(⋅)dt, ω(⋅) − приращения процессов в непре-
рывном и дискретном времени 
( ) ( )( )0 0, ;W ⋅ > ω ⋅ >   
Q

 − вектор нагрузок. 
В частности, когда приращение процесса не 
зависит от накопленного повреждения, формулы 
(36), (37) выражают линейное правило суммиро-
вания повреждений: 
( ) ( ) ( ) 1dd 00 =τ==Ω ∫∫
TT
Q
t
tQWT 

,  
( ) ( ) 1Q1 n1 1 =τ=Ω−Ω=Ω ∑∑ == −
N
n
n
N
n
nnN
t
 ,  
где τ(⋅) − характеристики прочности. 
К линейному закону можно подойти и при 
суммировании повреждений, нелинейно завися-
щих от времени, используя гипотезу об автомо-
дельности процесса накопления повреждений. 
Для этого вместо повреждений, отражающих на-
блюдаемые процессы ( )tΩ , рассмотрим псевдо-
повреждения П(t), которые связаны с исходным 
процессом нелинейной функциональной зависи-
мостью вида 
П(t) = Ψ(Ω(t)).                                                (38) 
При этом в начальный момент времени значе-
ние псевдоповреждения равно нулю, а в момент 
разрушения − единице. В качестве такого псев-
доповреждения можно рассматривать относите-
льную наработку детали.  
С учетом граничных условий (36) для край-
них значений функции ( )Ψ ⋅ можно записать 
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Ψ(0)=0, Ψ(Ω*)=1 
С математической точки зрения гипотеза об 
автомодельности процесса накопления повреж-
дений фактически сводится к разделению пере-
менных в уравнении (36): 
( ) ( )Q
d
d
21

WW
t
Ω=Ω ,                                       (39) 
что приводит к возможности получения решения 
в виде 
( ) ( )∫∫
ΩΩ
=
Ω
Ω
0
2
0 1
dd tQW
W

,                                      (40) 
где интеграл в левой части уравнения является 
псевдоповреждением. 
В случае существования интеграла (40) функции 
Ψ(⋅) и W1(⋅) связаны между собой выражениями: 
( ) ( )∫
Ω
Ω
Ω
=ΩΨ=Π
0 1
d
W
; 
( )
( )ΩΨ
Ω
=Ω
d
d
1W1 ,                                       (41) 
из которых видно, что, имея функциональную 
зависимость (38), можно описать процесс повре-
жденности с помощью дифференциального ура-
внения (39), а из описания процесса в виде диф-
ференциального уравнения следует выражение, 
связывающее процесс поврежденности с эквива-
лентной наработкой детали. 
При описании процесса поврежденности обы-
чно исходят из обратной зависимости повреж-
денности от эквивалентной наработки или псев-
доповрежденности: 
Ω = ϕ(П) = Ψ-1(П).                                         (42) 
В формулах (38), (42) в качестве выражений 
для функций ϕ(⋅) и Ψ(⋅) удобно выбрать зависи-
мости, которые имеют однозначные монотонные 
обратные функции. 
В частности, при описании процессов длите-
льной прочности [35] в качестве поврежденности 
Ω часто используют структурный параметр, ко-
торый является мерой растресканности материа-
ла. Функциональную связь, устанавливающую 
зависимость между мерой растресканности и эк-
сплуатационной наработкой, можно описать вы-
ражением 
( ) ( )( )
( ) ( )
1 1 1 1 ,     (43)
0 0 * *,
k
kt
t
t
  Ω = ϕ = µ − − = µ − − Π   ν  
ϕ = ϕ = Ω
 
где µ, ν, k − параметры модели;  
П=t/t* − псевдоповрежденность, соответству-
ющая относительной наработке; 
Ω*, t* − поврежденность и наработка в мо-
мент разрушения. 
Параметры модели µ и ν удобно определять 
исходя из граничных условий. Если ν=t* и µ=Ω*, 
то граничные условия удовлетворяются и пара-
метры приобретают физический смысл.  
Параметр k можно определить, когда известно 
еще хотя бы одно значение поврежденности Ω' 
для заданной наработки t'. При этом 





 ′
−





Ω
Ω′
−=
*t
tk 1ln1ln
*
. 
Обратная функция, согласно зависимости (38), 
имеет вид 
( )
















µ
Ω
−−ν=ΩΨ=
k
t
1
11 .  
Используя формулу (41) для параметра обра-
тной скорости изменения поврежденности W1(⋅), 
можно записать 
( ) kkW
11
1 1
−






µ
Ω
−
ν
µ
=Ω .                                  (44) 
С учетом выражения (43) получим 
( ) ( )
1
11 1)(
−






ν
−
ν
µ
=ϕ=
k
tk
tWtW . 
Таким образом, дифференциальное уравне-
ние, описывающее процесс растресканности ма-
териала под действием нагрузок, приобретает 
вид 
( )Qkt
k

τ






µ
Ω
−
ν
µ
=
Ω
−
11
d
d
11
,  
где τ(⋅) − характеристики длительной прочности 
материала КЭ. 
Аналогичные результаты можно получить и 
для других функциональных зависимостей пов-
режденности от наработки, удовлетворяющих 
граничным условиям (43). Двухпараметрические 
и трехпараметрические зависимости, обратные 
функции, уравнения для скорости изменения  
поврежденности, выражения для определения 
коэффициентов этих зависимостей по экспери-
ментальным данням приведены в табл. 6.  
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Таблица 6 
Двухпараметрические зависимости нелинейных процессов поврежденности 
№  
п/п 
Зависимость повре-
жденности от псев-
доповрежденности 
( ) ( )Πϕ=νϕ=Ω t  
Обратная 
зависимость 
 
( ) ( )Ωϕ=Ωϕ= −1t  
Параметр модели 
 
( ) ( )ΩΨ
Ω
=Ω
d
d1W  
Коэффициенты модели 
 ( )** ,tf, Ω=νµ  
1 Критерий Бейли 
Πµ=
ν
µ t   
Ω
µ
ν
 
ν
µ
 
*
*
t=ν
Ω=µ
 
 
2 














ν
−−µ
2
t11  
















µ
Ω
−−ν
2
1
11  
2
1
12 





µ
Ω
−
ν
µ
 
*
*
t=ν
Ω=µ
 
 
3 





ν
−µ− t1ln  














µ
Ω
−−ν exp1  





µ
Ω
ν
µ
exp  
)/(,
*
1eet* −=εε=ν
Ω=µ
 
 
4 











ν
−−µ t1 exp  





µ
Ω
−ν− 1ln  
ν
Ω−µ
 
)1/(,*
*
−=ε=ν
εΩ=µ
eet
 
 
5 ν
µ ttg  
µ
Ω
νarctg  )(1 22 Ω+µ
νµ
 
)1(arctg/*
*
t=ν
Ω=µ
 
 
6 
ν
µ tth  












+
µ
Ω
+
µ
Ω
ν
1
1
ln
2
 
)(1 22 Ω−µ
νµ
 
1
1
, 2
2
1
*
1
*
−
+
=ε=ν
εΩ=µ
e
e
t
 
 
7 
ν
µ tsin  
µ
Ω
ν arcsin  221 Ω−µ
ν
 
)1sin(ar/*
*
t=ν
Ω=µ
 
 
8 ν
µ tsh  










+





µ
Ω
+
µ
Ω
ν 1ln
2
 
221 Ω+µ
ν
 
1
2
, 22
*
2
*
−
=ε=ν
εΩ=µ
e
e
t
 
 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
t/t*
Ω
/Ω
∗
1
2
3
4
5
6
7
8
 
Рис. 7. Двухпараметрические зависимости  
поврежденности */ ΩΩ  от псевдоповрежденности *t/t  
Приведенная система функций дает достаточно 
полное математическое описание нелинейных 
процессов поврежденности и скорости их измене-
ния. Подбором параметров этих зависимостей  
можно описать различные нелинейные процессы 
поврежденности.  
Зависимости Ω = ϕ(t), описываемые уравнения-
ми 2−8, приведенными табл. 6, показаны на рис. 7. 
При известной скорости изменения повре-
жденности для определения параметра k мож-
но воспользоваться зависимостью W(t')=W'.  
В частности, для функции (44) при t=0 имеем 
*
*
*
t
kk)(WW Ω=
ν
µ
== 0 ,  
откуда  
*
** tWk
Ω
= . 
ISSN 1813-1166. Вісник НАУ. 2010. №1 
 
31
Составные и многостадийные модели  
суммирования повреждений  
Для описания более сложных нелинейных 
процессов поврежденности, уравнения которых 
имеют одну или несколько точек перегиба, мож-
но воспользоваться системой из двух (или более) 
вложенных функций или многостадийными мо-
делями. В первом случае процесс поврежденнос-
ти описывается выражением 
ϕ(t) = ϕ1(ϕ2(t)), 
где ϕ1(⋅) и ϕ2(⋅) − функции, приведенные в табл. 7. 
Обратные функции и скорости изменения 
процессов поврежденности можно найти по  
формулам: 
Ψ(t) = Ψ2(Ψ1(Ω)) ; 
W(Ω) = W2(Ψ1(Ω)) W1(Ω). 
В частности, если функции ϕ1(⋅) и ϕ2(⋅) опи-
сываются выражениями 1, 2, приведенными в 
табл. 7, то для ϕ(⋅) можно записать 
























νν
µ
−−µ=ϕ
12
kk
t
t
21
2
1 11)( ,                (45)  
где  
µ2=ν1;    ν1=Ω*;    ν2= t*; 














−






Ω
Ω
−
=
2
1
*
1
1
1ln
1ln
k
*t
t
k  , 
2k  определяется из решения уравнения 
011
22
*
2
*
1
=














−−














−
α kk
t
t
t
t
,  






Ω
Ω
−






Ω
Ω
−
=α
*
1
*
2
1ln
1ln
, 
где t1, t2, Ω1, Ω2 − значения наработок и соответс-
твующие им поврежденности. 
На рис. 8 показаны зависимости поврежден-
ностей от наработки для моделей из двух вло-
женных функций, описываемых уравнением (45) 
при t1 = 500, t2 = 1000, t* = 2000, Ω1 = 0,3,  
Ω2 = 0,7,  Ω* = 1. Параметры уравнений при этом 
равны α  = 3,3755,  2k = 1,5531, 1k  = 2,8893. 
Для двухстадийных моделей функцию ϕ(⋅) 
можно представить в виде 
( ) ( )( )

Ω+−ϕ
ϕ
=ϕ
112
1
tt
t
t    
1
1
tt
tt
>
≤
                     (46) 
где  ϕ1(t1)=Ω1. 
Согласно выражению (46) на первом участке 
функция ϕ(⋅) изменяется по закону ϕ1(⋅), а на 
втором начиная с точки (t1,Ω1) по закону ϕ2(⋅). 
При этом выражения для обратной функции и 
скорости принимают вид 
.)(при
,)(
,),()(
111
1112
11
t 
t
=Ωϕ



Ω≥Ω+Ω−ΩΨ
Ω<ΩΩΨ
=ΩΨ
 



Ω≥ΩΩ−Ω
Ω<ΩΩ
=Ω
.),(W
,),(W)(W
112
11
 
Если для зависимостей ϕ1(⋅) и ϕ2(⋅)из табл. 7 
выбраны соответственно выражения 1, 2, то сис-
тему уравнений для двухстадийной модели мож-
но записать в виде 
2
1 1
1
1
2 1 1
2
( )
1 1
k
t
, t t ,
t
t t
, t t .
  µ <  
ν 
ϕ =    
−  µ − − + Ω ≥   ν  
    (47) 
Используя данные о поведении функции на 
первом (t',Ω') и втором (t",Ω") участках, коэффи-
циенты модели можно определить по формулам: 
µ1 = Ω1;  ν1 = t1; 
 
Рис. 8. Зависимость поврежденности Ω   
от наработки t  для модели вложенных функций,  
описываемых уравнениями 1, 2, приведенными в табл. 7 
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Таблица 7 
Трехпараметрические зависимости нелинейных процесов поврежденности 
№ 
п/п 
Зависимость 
поврежденности от 
псевдоповрежден-
ности 
( ) ( )Πϕ=νϕ=Ω t
 
Обратная 
зависимость 
( ) ( )Ωϕ=Ωψ= −1t
 
Параметр модели 
( ) ( )Ωψ
Ω∂
∂
=Ω 1W
 
Коэффициенты модели ( )Ω′′Ω=νµ ∗∗ ,,,,, ttfK
 
 
1 
 
 
 
 
2 
 
 
 
 
 
3 
 
 
 
 
4 
 
 
 
 
 
5 
 
 
 
 
6 
 
 
 
 
 
 
7 
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k1 = k(Ω1,t1, Ω',t') = ln(Ω'/Ω1)/ln(t'/t1); 
µ2 = Ω*-Ω1;  ν2 = t* - t1;  
1 1
1 1
2
1 1
11
ln 1
ln 1
*
*
**
,
t t ,
k k
, t t
t tt t
Ω Ω Ω Ω
Ω Ω
Ω Ω
′′
−  ′′ 
−
−   
′′
−
−   
= = 
− ′′ 
−
  −  
−
−   
 . 
Одним из условий, накладываемых на модель 
(47), может служить равенство скоростей изме-
нения составляющих функции в точке стыковки: 
W1(Ω1) = W2(Ω1). 
В этом случае коэффициенты k1 (или k2) свя-
заны зависимостью 
2
1
1
1
1
1 k
tt
tk
*
*
−Ω
Ω−Ω
= . 
Таким образом, приведенная система функ-
ций дает возможность описать нелинейные про-
цессы поврежденности, наблюдаемые экспери-
ментально, и связать их с псевдоповрежденнос-
тью (относительной наработкой П=t/t*). 
Полученные результаты можно использовать 
для расчета вероятностных характеристик проч-
ностной надежности при нелинейных процессах 
поврежденности. 
Рассмотрим методику определения вероятност-
ных характеристик накопленной поврежденности и 
числа циклов до разрушения (ресурса) при нели-
нейных законах суммирования повреждений. 
Аналогичные вероятностные характеристики 
получены для случая использования гипотезы 
суммирования зависимых случайных поврежде-
ний, распределенных по нормальному, логариф-
мически-нормальному законам. В случае нели-
нейного суммирования такие же вероятностные 
характеристики будут иметь псевдоповреждения. 
Это позволяет определить плотность распреде-
ления поврежденности по формуле 
( ) ( ( )) ( )nf fΩ Ω Ψ Ω Ψ Ω′=  , 
где fn(⋅) − плотность распределения псевдопов-
режденности;  
Ψ(⋅) − функція, обратная ϕ(⋅); |Ψ'(Ω)|=1/|W(Ω)| 
(табл. 7). 
Для процессов, которые изменяются в соот-
ветствии с функциями ϕ(П), плотности распре-
деления повреждения при нормальном или лога-
рифмически-нормальных законах распределения 
псевдоповреждения имеют соответственно вид 
( )2
2
1( )
2 ( )
( )
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2
n
n
n
n
f
S W
m
S
Ω Ω = ×
pi Ω
 Ψ Ω −
 × −
 
 
( )2
2
1( )
2 ( ) ( )
ln ( )
exp ,
2
l
Ln
Ln
Ln
f
S W
m
S
Ω Ω = ×
pi Ψ Ω Ω
 Ψ Ω −
 × −
 
 
 
где mn, S2n, mLn, S2Ln − параметры законов распре-
деления псевдоповрежденности за n циклов: 
2 2
;
(1+( 1) );
n
n n
m nm
S S n r
=
= −
, 
( )( ) 22
2
2
111exp
2
exp
ln
n)r)n((nS
m
S
n
m
L
L
L
Ln
+−+−








+
= , 
( )( )








+
−+−
= 1
111expln
2
2
n
)r)n((SS LLn , 
m, S2, mL, S2L − параметры законов распреде-
ления псевдоповрежденности за цикл. 
Для интегральных законов в этом случае  
можно записать 





 −ΩΨ
Φ=ΩΩ=Ω ∫
Ω
∞
Ω
n
n
S
mfF )(d)()( ;         (48) 





 −ΩΨ
Φ=ΩΩ=Ω ∫
Ω
Ω
Ln
Ln
S
mfF )(lnd)()(
0
.  
В частности, для процессов, характеризую-
щих меру растресканности, логарифмически-
нормальные вероятностные характеристики  
можно выразить формулами: 
( )
,S/m
S
f
LnLn
k
k
Ln
l






















−


























µ
Ω
ν×
×










−





µ
Ω
−





µ
Ω
−pi
=ΩΩ
2
2
1
1
2-1-1lnexp
1112
1
 










−


























µ
Ω
−−νΦ=ΩΩ LnLn
k
SmF
1
l 11ln)( . 
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Используя условие разрушения в виде Ω≥Ω*, 
вероятностные характеристики чисел циклов до 
разрушения можно определить по формулам: 
( ) ( ) ( )
( )d 1 ( );
n n
n n
F n P N n P
f F
∞
Ω Ω
Ω
= < = Ω > Ω =
= Ω Ω = − Ω∫
*
*
*
                 (49) 
)(
d
d)( nF
n
nf nn = ; 
( )( )
1 ( )
n
n
n
f n
n
F n
λ =
−
. 
В частном случае при логарифмически-
нормальном распределении поврежденности вы-
ражения для плотности и функции распределе-
ния, а также функции интенсивности отказов 
имеют вид: 
ln ( )( ) 1 Lnn
Ln
mF n
S
Ψ ΩΦ
 
−
= −  
 
; 
( )2
2
2
ln ( )1( ) exp
22
ln ( )
;
2
Ln
n
LnLn
Ln
n n
Ln
mf n
SS
m
c b
S
 Ψ Ω −
 = − ×
 pi  
 Ψ Ω −
× + 
 
 
( )( )
1 ( )
n
n
f n
n
F n
λ =
−
, 
где  
2
2 (1 2 ) 2
2( (1 ( 1) ) )n
a r nr n
c
n an n r n
− + +
= −
+ − +
; 
2
(1 ( 1) )
(1 ( 1) ) 1
n
ar a n r
n nb
a n r
n
+ −
−
=
+ −
−
;  
( ) 1exp 2 −= LSa . 
Используя выражение (49), можно определить 
наиболее вероятный и гамма-процентный ресурс 
детали. Медианное значение ресурса определяе-
тся из решения уравнения 
lnΨ(Ω*) − mLn = 0.                                          (50) 
Подставляя в формулу (50) выражение (26) 
для mLn, после несложных преобразований полу-
чаем, что число циклов до разрушения является 
одним из корней кубического уравнения 
n
3
 + pn + q = 0, 
( )
2 2
2 2
2
2
2
2
2
2
где  ( );
( );
( )
     ;
( )
;
         exp ;
2
exp 1
*
*
.
L
L
L
p b ar
q a r
S
a
m m
b
m
S
m m
S S
m
= − +
= − −
Ψ Ω
=
Ψ Ω
=
 
= + 
 
= −
 
Для нормально распределенной накопленной 
поврежденности медианное число циклов сог-
ласно уравнению (48) определяют по формуле 
( *)
 =  .n
m
Ψ Ω
 
Квантильные оценки ресурса, т.е. предельное 
число циклов при заданной вероятности разру-
шения (неразрушения) nр можно найти из реше-
ния уравнения 
α=
−ΩΨ
Ln
Ln
S
m)(ln *
,                                      (51) 
где α − квантиль нормального распределения, 
соответствующий заданной вероятности разру-
шения Pр: 
α = Ф-1(1-Pр) = Ф-1(Pнр). 
Используя выражения (26), (27), (51) для 
определения nр, получаем нелинейное уравнение: 
0ln)(ln
p
2
1
p
1
p
*
=








+α−








+
ΩΨ
n
UU
n
UU
mn
2
,  
где 
2
1 2
2
2 2
1
(1 ).
;S rU
m
SU r
m
= +
= −
 
В случае нормальных случайных величин 
псевдоповрежденностей nр определяется из ре-
шения квадратного уравнения 
an
2
р - bnр + с = 0 , 
где  
a = m
2 
- α2S2r;  
b = 2mΨ(Ω*) + (1-r)α2S2;  
с = Ψ2(Ω*). 
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Приведенная методика дает возможность 
определить вероятностные характеристики нако-
пленной поврежденности и выработки ресурса 
при нелинейных законах суммирования повреж-
дений. Удобные с вычислительной точки зрения 
квантильные оценки ресурса позволяют для за-
данных вероятностей разрушения (неразруше-
ния) определить прогнозируемые значения чисел 
циклов до разрушения. 
Вероятностные характеристики коэффициентов  
запаса прочности, выработки ресурса  
и эквивалентной наработки  
Для оценки ресурса и конструкционной проч-
ности деталей используют также такие характе-
ристики прочностной надежности: коэффициен-
ты запаса прочности, выработки ресурса или эк-
вивалентной наработки, определяющие их на-
пряженность, несущую способность и долговеч-
ность.  
Коэффициент запаса прочности, как показано 
в работе [36; 37], можно выразить через накоп-
ленную поврежденность детали nП  за n  поле-
тов, используя полулогарифмическое или сте-
пенное представление характеристик долговеч-
ности материала  
ln1 nkσ
Π
= +
η
,                                               (52)  
1
nk ϑσ′ = Π                                                          (53) 
где  
( )ln(10) э эB Tη σ= ; 
( )эB Tϑ = . 
Эквивалентный запас долговечности опреде-
ляется как величина, обратная накопленной пов-
режденности 
1
D
n
k =
Π
.                                                         (54) 
Между минимальными нормированными  
коэффициентами запаса долговечности 
minDk  и 
прочности minkσ  или min
'kσ  существует зависи-
мость: 
min
min
ln
1 D
k
kσ = − η
;                                          (55) 
( ) 1min min /Dk k − ϑσ′ = .                                          (56)  
Соотношения (55), (56) нормируют, приводят 
к одному критерию значения предельных коэф-
фициентов запаса прочности по напряжениям 
или долговечности для различных видов описа-
ний характеристик прочности. 
Для исследования количественных закономе-
рностей процесса исчерпания длительной проч-
ности материала детали во времени в эксплуата-
ционной практике часто используют коэффици-
ент выработки ресурса, который обычно прини-
мают пропорциональным эквивалентной нарабо-
тке детали или числу полетных циклов n : 
100%nk
n
Β
Π
= ,  
где Пn  − предельное число полетных циклов до 
полной выработки ресурса. 
Если использовать в качестве критерия проч-
ности величину Dk  (54), коэффициент выработки 
ресурса будет пропорциональным накопленной 
поврежденности: 
min
Dmin100% 100%
D
D n
D
k
k k
kΒ
= = Π .  
При этом для предельного числа циклов до 
полной выработки ресурса можно записать 
0
min min
100% D
BD D D n
n kn n
n
k k kΠ
⋅
= = =
Π
.  
Как следует из выражения (54), коэффициент 
запаса долговечности связан обратной зависимо-
стью с накопленной поврежденностью, поэтому 
его вероятностные характеристики определяются 
с помощью соотношений: 
( )
( )
2
1 1
;
11
k D n
D D
k D n
D
f k f
k k
F k F
k
Π
Π
 
=  
 
 
= −  
 
,
 
где П ( )nf ⋅ , П ( )nF ⋅  − плотность и функция распре-
деления накопленной поврежденности. 
В частном случае при логарифмически нор-
мальном законе распределения накопленной по-
врежденности эти вероятностные характеристи-
ки принимают вид: 
( ) ( )







 +
−
pi
= 2
2
2
ln
exp
2
1
Ln
LnD
DLn
DkL S
mk
kS
kf ;
( )







 +
−Φ−=
Ln
LnD
DkL
S
mkkF ln1 .  
Воспользовавшись формулами (52), (53) для 
плотности распределения эквивалентного запаса 
прочности, получим 
( ) ( )( )( ) ( )( )1exp1exp −ηη−η= σσΠσ kkfkf nk ;
( ) ( ) 1−νσνσΠσ ′ν′=′ kkfkf nk .  
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Отсюда при логарифмически-нормальном  
распределении накопленной поврежденности 
имеем 
( )






















η














η
+−
−
pi
η
=
σ
σ 2
2
2
1
exp
2 Ln
Ln
Ln
kL
S
mk
S
kf ; 
( )




















η






ν
−
′
−
′pi
ν
=′
σ
σ
σ 2
2
2
ln
exp
2 Ln
Ln
Ln
kL
S
mk
kS
kf . 
Функции распределения эквивалентных запа-
сов прочности в этом случае определяют из  
соотношений: 
( )














η






η
+−
Φ=
σ
σ
Ln
Ln
kL S
mk
kF
1
,                     (57) 
( )












ν
ν
−
′
Φ=′
σ
σ
Ln
Ln
kL S
mk
kF
ln
.                           (58) 
Выражения (56), (57) представляют собой 
соответственно нормальный и логарифми-
чески-нормальный законы распределения с 
параметрами: 
.
SS
;
m
m
;
S
S
;
m
m
Ln'
Lk
Ln'
Lk
Ln
k
Ln
k
ν
=
ν
+=
η
=
η
+=
1
1
 
Эквивалентную наработку на режиме опреде-
ляют из соотношения 
jээjt Пτ= ,                                                     (59) 
где  эτ  − эквивалентная долговечность, которая 
соответствует эквивалентным параметрам на-
гружения эT  и эσ : 
( , )э э эTτ = τ σ . 
Величины эT , эσ , а значит и эτ  детерми-
нированные, поэтому в равенстве (59) слу-
чайные величины эjt , П j  линейно зависимые 
с коэффициентом пропорциональности эτ .  
При логарифмически-нормальном распре-
делении поврежденности П j  закон распреде-
ления эjt  также логарифмически-нормальный 
с параметрами 
2 2
ln
tLj
tLj э Lj
Lj
m t m ,
S S
= +
=
 
и числовыми характеристиками 
2 2 2
M
tj э j
tj э j
o o
эi эj
tij ij
ti tj
m m ,
S S ,
t t
r r .
S S
τ
τ
=
=
 
  
= =
 
Таким образом определены вероятностные 
характеристики коэффициентов запаса прочнос-
ти, долговечности, эквивалентной наработки и 
коэффициентов выработки ресурса, а также 
установлена их связь с накопленной поврежден-
ностью (табл. 8). 
Характер зависимости между минималь-
ными коэффициентами запаса прочности и 
долговечности в условиях равной повреж-
денности определяется видом кривой проч-
ности.  
Полученные формулы позволяют опреде-
лять прогнозируемое число циклов до раз-
рушения и коэффициенты выработки ресур-
са через накопленную поврежденность для 
степенных и полулогарифмических характе-
ристик прочности.  
Вероятностные характеристики коэффи-
циентов запаса приведены для ряда основ-
ных законов распределения накопленной по-
врежденности. 
В наиболее характерном случае при логариф-
мически-нормальном распределении накоплен-
ной поврежденности и полулогарифмических 
характеристиках прочности коэффициенты запа-
са долговечности имеют логарифмически-
нормальное распределение, коэффициенты запа-
са прочности − нормальное. 
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Таблица 8 
Вероятностные характеристики коэффициентов запаса прочности и долговечности 
Распределения коэффициента запаса  
долговечности 
Закон 
распределения 
поврежденности 
за цикл 
Параметры 
законов 
распределения 
накопленной 
поврежден-
ности 
Плотность 
fD(kD) 
Функция 
FD(kD) 
Плотность распределения  
коэффициента эквивалентного  
запаса прочности 
fσ(kσ) 
Нормальный  mn, Sn 2
22
1
1
exp
22
n
D
nn D
m
k
SS k
  
 
− 
  
− 
pi  
 
 
 
1
1
n
D
n
m
k
S
 
− 
 
− Φ
 
 
 
 
( )( )2
2
exp 1
exp 1
22
n
nn
( k m ( k )
SS
σ
σ
 η − −η
 
− + η −
 pi
 
где η σ= B Tэ э( ) ln10  
Логарифми-
чески- 
нормальный 
mLn, SLn ( )2
2
ln1
exp
22
D Ln
LnLn D
k m
SS k
 +
 −
 pi  
 
ln1 D Ln
Ln
k m
S
 +
− Φ − 
 
 
2
2
1
exp
2
2
Ln
Ln Ln
mk
S S
σ
   
 − +  ηη    
− 
pi   
  η  
 
Гамма αn, βn 11 1exp( ) nn Dn n n Dk k
−α −
α
 
− β Γ α β 
 
1
1
n
D n
n
;
k
( )
 
Γ α β 
−
Γ α
 
( ) ( )exp 1exp exp ( 1( )n nn n n
( k
k σσα
η η − 
− ηα − − β Γ α β 
 
Вейбулла Cn, αn ( )1 exp nnn n n D
D
C C k
k
−α
α +
α
−  
( )exp nn DC k −α−  ( )exp ( 1) exp ( 1)n n n n nC k C kσ ση α ηα − −ηα −  
 
 
Выводы 
В работе обоснован созданный вероятност-
ный подход к анализу прочности элементов 
конструкцій и разработаны:  
− методы вероятностного описания характе-
ристик прочности материалов деталей, вероятно-
стной оценки статической и циклической повре-
жденности [36] контролируемых деталей авиа-
ционной техники за полет; 
− методы вероятностного суммирования пов-
реждений и оценки характеристик прочностной 
надежности (вероятности прочностного отказа, 
числа полетных циклов до полной выработки ре-
сурса, гамма-процентного ресурса, коэффициен-
тов запаса прочности и выработки ресурса), ис-
пользуемые для контроля выработки и монито-
ринга ресурса в процессе эксплуатации. 
Проанализировано теплонапряженное состоя-
ние наиболее нагруженных конструктивных эле-
ментов ГТД и обоснован выбор наиболее эффек-
тивных моделей поврежденности. 
Рассмотрены вероятностные подходы к рас-
чету длительно-статической, много- и малоцик-
ловой [36] усталостной поврежденности деталей 
ГТД за полетный цикл и накопленной повреж-
денности на основе методов линейного и нели-
нейного суммирования повреждений как сумм 
независимых и зависимых случайных величин, 
случайных последовательностей и случайных 
процессов. 
В результате можно оценить основные вероя-
тностные характеристики накопленной повреж-
денности и чисел циклов, за которые накоплен-
ная поврежденность превышает уровень П0. 
Разработана методика оценки ресурса и дру-
гих показателей работоспособности КЭ воздуш-
ных судов (ГТД) по известным вероятностным 
характеристикам накопленной поврежденности. 
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М.С. Кулик, О.Г. Кучер, В.Є. Мільцов 
ІМОВІРНІСНИЙ АНАЛІЗ ПРОЦЕСІВ НАКОПИЧЕННЯ ПОШКОДЖЕНЬ  
У РАЗІ ДІЇ СТАТИЧНИХ ТА ЦИКЛІЧНИХ НАВАНТАЖЕНЬ 
Національний авіаційний університет 
витривалість, ймовірнісні моделі пошкоджень, тривала міцність, методи накопичення пошкоджень,  
багатокомпонентні навантаження, складний напружений стан,  характеристики міцнісної надійності  
Запропоновано ймовірнісний підхід до аналізу процесів накопичення пошкоджень. Розглянуто методи  
побудови ймовірнісних моделей міцності матеріалів деталей. Наведено ймовірнісні моделі пошкоджуваності та 
руйнування деталей. Досліджено лінійні і нелінійні ймовірнісні моделі підсумовування незалежних і залежних 
випадкових пошкоджуваностей, їх послідовностей і процесів. Розглянуто методи розрахунку ймовірнісних  
характеристик міцнісної надійності коефіцієнтів запасу міцності, вироблення ресурсу й еквівалентного  
напрацювання і їх зв'язок з накопиченою пошкоджуваністю. 
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PROBABILISTIC ANALYSIS OF PROCESSES OF ACCUMULATION OF DAMAGES  
AT THE ACTION OF THE STATIC AND CYCLIC LOADINGS 
National Аviation University 
 
descriptions of durability’s reliability, difficult tense state, endurance, multicomponent ladening, methods  
of accumulation of damages, probabilistic models of damaged, protracted durability 
 
Difficult character of cooperation of constructive elements with environment, and also among themselves, the casual 
nature of durability of materials and service conditions of engines demand in calculations on durability of application of 
probabilistic methods of the analysis and use of indicators of the theory of reliability. In-process created and grounded 
probabilistic approach to the durability’s reliability of elements of constructions of GTE analysis. The methods of 
probabilistic description of characteristics of durability of materials of details and probabilistic estimation of static and 
cyclic damaged of the controlled details are developed for a flight cycle. The probabilistic approachs are explored to the 
calculation of long-statical, high- and low-cyclic tireless damaged of details of engines and accumulated damaged on 
the basis of methods of the linear and nonlinear summation of damages as sums of independent and dependent casual 
sizes, casual sequences and casual processes. As a result, it is possible to estimate basic probabilistic characteristics of 
accumulated damageability and numbers of cycles for which accumulated damageability exceeds a critical level. The 
methodology for estimation of resource and other indicators of operability of CE AC (GTE) according to known 
probabilistic characteristics of accumulated damageability is developed. 
